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1第 1章
序論
1.1 量子 Hall効果と端状態
磁場中における二次元電子系の縦抵抗率 ρxx 及び Hall抵抗率 ρxy は、Drude理論によ
れば ρxx = me/nee2τ, ρxy = B/nee であり、Hall 抵抗は磁場の大きさに比例して単調
に増加することが予想される。ところが、1980年に KlitzingらはMOSトランジスタを
用いた強磁場中の抵抗率テンソルの測定において、磁場の変化に対して一部の領域で Hall
抵抗 ρxy が h/e2 の整数分の 1となってプラトーを形成し、そこでは縦抵抗が消失するこ
とを発見した (図 1.1)[1]。これは Hall伝導率が、σxy = Ne2/hのように e2/hの整数倍
に量子化されるということであり、そのことからこの現象は整数量子 Hall効果と呼ばれ
るようになった。この現象は Landau量子化と不純物ポテンシャルによる電子の局在の効
果として現在では理解されている [2]。
整数量子 Hall効果の発見から 2年後、Tsuiらは、GaAs/GaAlAsヘテロ接合を用いた
極めて高純度の二次元電子系において、整数量子 Hall効果と類似の Hall伝導率の量子化
が、σxy = νe2/h, ν = p/q (p, q は互いに素な整数)のような e2/hの分数倍においても
生じることを発見した (図 1.2)[3]。分数倍に量子化されることから、この現象は分数量子
Hall効果と呼ばれるが、分数量子 Hall効果は極低温かつ不純物ポテンシャルによる乱れ
の効果が非常に小さな高易動度の試料でのみ観測されるため、電子間相互作用の効果によ
る非圧縮量子液体の形成がこの現象の本質であると考えられている。この多体相関の効果
を反映して、分数量子 Hall系における素励起は分数電荷を持つ準粒子となることが理論
的に示されており [4]、実際に散乱雑音を用いた実験によってこの分数電荷の存在が確認
されている [5]。
整数量子 Hall効果や分数量子 Hall効果及び分数電荷の観測には、いずれも試料端にお
ける電気伝導が重要な役割を果たしている。本研究は、この量子 Hall系の”端”に着目し、
そこに現れる端状態と呼ばれる現象を数値的に解析することを目的としたものである。こ
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の章では、量子 Hall効果及び端状態に関する基礎理論と端状態に関する研究の現状を説
明し、最後に本研究の目的について述べる。
図 1.1 Klitzingらによる縦抵抗及び Hall抵抗の測定。[1]より引用。
図 1.2 分数量子 Hall効果の観測 (a)Tsuiらによって初めて行われた分数量子 Hall効
果の観測 (b)後に行われたWillettらによる分数量子 Hall効果の測定 (a)は [3],(b)は
[6]よりそれぞれ引用。
1.2 Landau量子化
量子 Hall 効果の理論を説明するために、はじめに 2 次元電子系の Landau 量子化に
ついて説明する [7]。磁場中二次元系の自由電子の Hamiltonian は以下のように与えら
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れる。
H =
1
2me
[p− eA(r)]2 + gµBsB (1.1)
ここで pは正準運動量で交換関係 [ri, pj ] = iℏδi,j を満たす。g は Lande´の g 因子、µB
は Bohr磁子、s = ± 12 は電子のスピンである。以下では、簡単のためスピン自由度を無
視し、磁場中の電子の軌道運動がどのようになるかを考える。磁場中での速度に対応する
動的運動量 pi を
pi = mev = p− eA (1.2)
のように導入すると、pi は交換関係
[pix, piy] = iℏeB = −iℏ
2
l2B
(1.3)
を満たす。ただし、lB =
√
ℏ/|e|B は磁気長と呼ばれるこの系の波動関数の長さのスケー
ルを与える量である。この演算子を用いて自由電子の Hamiltonianは、
H =
1
2me
pi2 (1.4)
と書き直せる。pix と piy は互いに正準共役であるから、これは 1 次元の調和振動子の
Hamiltonianと同型である。したがって、生成消滅演算子を
a =
lB√
2ℏ
(pix − ipiy) (1.5)
a† =
lB√
2ℏ
(pix + ipiy) (1.6)
のように定義すると、Hamiltonianは
H = ℏωc
(
a†a+
1
2
)
(1.7)
と表され、エネルギー固有値は等間隔の離散的な値を取ることが分かる。この離散的なエ
ネルギー準位が Landau 準位と呼ばれるものである。各 Landau 準位は古典的なサイク
ロトロン運動の中心座標の選び方に起因するマクロな縮退を有しており、この縮退する自
由度を表現するもう一つの正準共役な演算子の組として中心座標演算子 (X,Y )を
r = (X +
l2B
ℏ
piy, Y − l
2
B
ℏ
pix) (1.8)
のように導入すると、(X,Y ) は交換関係 [X,Y ] = il2B を満たす。ここで (X,Y ) の具体
的な表式は、この系の並進演算子である擬運動量
K = p− eA+ eB × r (1.9)
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を用いて、Kx = −eBY, Ky = eBX で与えられる。これらの演算子 (X,Y ) と Hamil-
tonian の交換関係を調べると、これらは互いに可換となるため、各 Landau 準位は
中心座標の自由度に関する縮退を有していることが確認できる。続いてこの系の固有
状態を求めるため、中心座標 (X,Y ) の自由度についてさらに考察する。対称ゲージ
A = (−By/2, Bx/2, 0)を用いると、各運動量の z 成分の演算子 Lz は
Lz = − ℏ
2l2B
(X2 + Y 2) +
l2B
2ℏ
(pi2x + pi
2
y) (1.10)
となる。Lz は H と可換であるから各 Landau 準位内の自由度を表す量子数と見なすこ
とができる。式 (1.10)の第二項は Hamiltonianと同じく a†, aを用いて表すことができ、
また第一項もやはり 1次元調和振動子と同型であるから
b =
1√
2lB
(X + iY ) (1.11)
b† =
1√
2lB
(X − iY ) (1.12)
を定義すると
Lz = ℏ(a†a− b†b) (1.13)
が得られる。従って電子状態は a, b 2 種類の生成消滅演算子に対応する 2 つの量子数
n,m(> 0) を用いて |n,m〉 のように表すことができる。ここで a†a |n,m〉 = n |n,m〉,
b†b |n,m〉 = m |n,m〉である。
実空間における波動関数の形を求めるために、生成消滅演算子を本来の座標と運動量で
記述すると、
a =
1√
2lB
[
− i
2
(x− iy)− il2B(
∂
∂x
− i ∂
∂y
)
]
(1.14)
b =
1√
2lB
[
1
2
(x+ iy) + l2B(
∂
∂x
+ i
∂
∂y
)
]
(1.15)
となるが、複素座標 z = (x− iy)/lB , z¯ = (x+ iy)/lB を導入すると、これらは
a = −i
√
2e−|z|
2/4 ∂
∂z¯
e|z|
2/4 (1.16)
a† =
i√
2
e−|z|
2/4
(
z¯ − 2 ∂
∂z
)
e|z|
2/4 (1.17)
b =
√
2e−|z|
2/4 ∂
∂z
e|z|
2/4 (1.18)
b† =
1√
2
e−|z|
2/4
(
z − 2 ∂
∂z¯
)
e|z|
2/4 (1.19)
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のように表すことができる。また、固有状態 |0, 0〉 に対応する座標表示の波動関数
φ0,0(r) = 〈r|0, 0〉は
φ0,0(r) =
1√
2pilB
e−|z|
2/4 (1.20)
であるから、その他の状態 φn,m(r)は
φn,m(r) =
a†n√
n
b†m√
m
φ0,0(r) (1.21)
によって求められる。本研究では最低 Landau準位にのみ着目するため、n = 0の場合の
関数形を具体的に書き下すと
φ0,m(r) =
1√
2pi2mm!lB
zme−|z|
2/4
=
1√
2pi2mm!lB
(
x− iy
lB
)mexp(− r
2
4l2B
) (1.22)
となり、電子の確率振幅 |φ0,m(r)|2 の最大値は原点から半径
√
2mlB の円周上に存在し、
かつその確率振幅の広がりは lB 程度となる (図 1.3)。有限の面積 S = piR2 の系の場合
には 2ml2B > R2 の状態は存在できないから、n = 0の Landau準位に属する一電子状態
の個数は S/2pil2B となり、面積 2pil2B あたりに 1つ電子状態が存在する。この面積 2pil2B
を貫く磁束について考えると 2pil2BB = h/|e| ≡ φ0 となり、この φ0 は磁束量子に等し
い。従って系に存在する 1電子状態の数は系を貫く磁束量子の数に等しいということがで
きる。
式 (1.22)の形から、角運動量を 1つ増やすことは大雑把に考えて波動関数に z をかけ
ることに対応するので、最低 Landau準位の固有関数の一般形は、
ϕ(r) = f(z)e−|z|
2/4 (1.23)
となる。ここで f(z)は z の任意の多項式である。なお。系のサイズが有限の場合には前
述の議論により z の最大次数に制限がつく。
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図 1.3 最低 Landau準位 n = 0に属する波動関数の確率振幅 |ϕ0,m(r)|2
1.3 整数量子 Hall効果
Klitzingらによって発見された整数量子 Hall効果 [1]は、Landau量子化と不純物ポテ
ンシャルの効果によって引き起こされる [2, 8–10]。これを理解するためにまず、Fermi準
位が Landau準位間の適当な位置にあるとし、試料の端に閉じ込めポテンシャルが働いて
いる状態 (図 1.4(b))を考えると、このような状況では端に Fermi準位を横切るチャンネ
ルが N本現れる。図 1.4(a)のように系の上下のリード線に化学ポテンシャルの差が存在
し、端に電流が流れる状況を考えると、両端の Fermi準位には図 1.4(b)のように差が生
じる。
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図 1.4 (a)整数量子 Hall状態における電気伝導の模式図。上下の端の化学ポテンシャ
ルの差によって両端で電流が流れる。(b)閉じ込めポテンシャル中での Landau準位。
系の端付近でバンドのエネルギーが上昇することで、端には Fermi 準位付近に電気伝
導を担う端状態が出現する。
試料内部には不純物によるポテンシャルの乱れが存在するが、磁場が強く、電子の波動
関数の長さスケールである磁気長 lB の範囲でポテンシャルの変化が緩やかな場合、系内
部のほとんどの電子状態は不純物ポテンシャルの等エネルギー線上にトラップされること
で局在化し、電気伝導には寄与しない。また、電気伝導を担う両端の波動関数の重なりは
指数関数的に小さくなるため、実質的に両端を流れる電子間の散乱は無視できる。従っ
て、試料に流れる電流は束縛ポテンシャル U(x)の効果によってフェルミ準位まで上昇し
てきた端状態に含まれる状態数によって与えられ、1つの Landau準位あたり
I =
|e|
h
(µ− E0) (1.24)
と求められる。ここで µは端における Fermi準位であり、E0 は端電流を定義するために
定めた適当なエネルギーの基準点である。今、N個の Landau準位が完全に詰まっている
とすると、図 1.4(a)のように試料の右端では
IR = N
|e|
h
(µR − E0) (1.25)
の電流が流れ、左端では
IL = N
|e|
h
(µL − E0) (1.26)
が逆向きに流れている。系にトータルで流れている電流 I はこの 2 つを合わせたもので
あるから
I = IR + IL = N
|e|
h
(µR − µL) (1.27)
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となる。この両端の化学ポテンシャルの差は Hall電圧 VH と eVH = (µL−µR)の関係が
あるから、
I = N
e2
h
VH = σxyVH (1.28)
となり、Hall伝導度 σxy が占有された Landau準位の数に応じて量子化されることが理
解できる。
1.4 分数量子 Hall効果
1.4.1 ν = 1/q 分数量子 Hall状態と Laughlin波動関数
整数量子 Hall効果が Landau準位の形成と不純物ポテンシャルによる局在に起因した
現象であることに対して、Tsuiらによって発見された分数量子 Hall効果 [3]は、Landau
準位の占有率が特定の分数値になったところで励起ギャップが生じる多体効果に起因した
現象と言える。この現象は不純物ポテンシャルの乱れが小さい系でのみ観測されるため、
本質的に電子間相互作用に起因する多体効果によって引き起こされていると考えられる。
Laughlinはこの電子間に働く斥力の効果を取り込んだ以下の Laughlin波動関数を考案し
た [4]。
Ψq(r1, r1, r1, · · · , rNe) =
∏
i>j
(zi − zj)qe−
∑
i |zi|2/4 (1.29)
ここで q は座標の入れ替えに対する要請からフェルミオン系では奇数、ボソン系では偶数
となる。この状態では異なる 2電子間の距離が近づくにつれて波動関数の振幅が qの冪乗
に従って急速に 0に近づくため、Coulomb相互作用の短距離斥力の効果を小さくしてい
ると考えることができる。この状態における Landau 準位の占有率 ν を確認すると、式
(1.29)の ziの最大の冪が q(Ne−1)であるからこのとき系の面積 Sは S = 2q(Ne−1)pil2B
となり、従って占有率 ν は
ν = 2pil2BNe/S = Ne/q(Ne − 1) ≃ 1/q (Ne →∞) (1.30)
であり、分数占有率 ν = 1/qを与えることが分かる。Laughlinの波動関数ΨqはCoulomb
相互作用を磁場中の 2電子の相対角運動量の固有関数を用いて表現したときに得られる展
開係数を用いて表したとき相対角運動量が q 以下の係数を全て正とし、それ以外を全て 0
に置き換えた短距離型の斥力に置き換えた場合の厳密な基底状態を与えることが知られて
おり [11]、小さい相対角運動量部分に大きなウェイトを持つ現実の Coulomb相互作用の
場合でも基底状態に非常に近い状態となっていることが示されている [12]。Laughlin 状
態における素励起は、系を貫く量子磁束を一本取り去る (付け加える)ことによって生成
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される準粒子 (準正孔)であると考えられ、この準粒子 (準正孔)を q 個付け加えたときの
波動関数が系の電子が Laughlin状態から余分に電子を一つ付け加えた (取り去った)状態
として理解できることから、この準粒子及び準正孔はそれぞれ分数電荷 e/q,−e/q を持つ
と理解することができる。
1.4.2 ν = p/q 状態の階層理論による理解
分子が 1でない ν = p/q 型 (pは qと素な整数)の分数量子 Hall効果は、準粒子が階層
的に Laughlin 状態を形成することで作られていると解釈することができる [13][14]。こ
の階層構造を説明するにあたり、ここではWenによる K-Matrixを用いた有効作用によ
る議論を紹介する [15]。
一般に、Lagrangian 中で電荷密度を第 0 成分で表現する 4 元電流密度 Jµ は電磁
ポテンシャル Aµ と結合した形で現れる。そのためクーロン相互作用が存在する系で
Lagrangianは
L = eAiJ
i +
∑
i
1
2
mv2i +
∑
i<j
V (xi − xj) (1.31)
と表すことができる。前項で述べたように、ν = 1/q で量子 Hall効果が生じる場合の基
底状態は Laughlin波動関数によって与えられ、そのときの電子密度 J0 及び Hall伝導度
σxy はそれぞれ J0 = (−e)νB/2pi, σxy = νe2h = νe
2
2pi となる。これらの関係から、この系
の 4元電流密度 Jµ は電磁ポテンシャルの変化に対して以下の関係式を満たすことが期待
される。
−eδJµ = −σxyεµνλ∂νδAλ = −νe
2
2pi
εµνλ∂νδAλ (1.32)
ただしここで、εµνλ は Levi-Civita記号を表し、繰り替えされる添字については Einstein
の縮約をとるものとした。Laughlin状態を記述する有効作用は平均的に式 (1.32)を満た
すと考え、これを再現する有効作用を考えると、系に U(1)ゲージ場 aµ 導入し、この aµ
によって電流 Jµ が
Jµ =
1
2pi
∂νaλε
µνλ (1.33)
と与えられると仮定することで
Leff = − q
4pi
aµ∂νaλε
µνλ +
e
2pi
Aµ∂νaλε
µνλ (1.34)
とすれば良いことが分かる。実際に、式 (1.34)に対してゲージ場 aµ に関する停留条件を
計算することで式 (1.32)を得ることができる。
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次に、この有効作用 (1.34)に l個の準粒子励起を導入する。この操作は上記の Leff に
laµj
µ (1.35)
の形の項を追加することで実現できる。この項を式 (1.34)に加えると、δL/δa0 = 0の条
件から,
J0 =
1
2pi
ε0ij∂iaj = − e
2piq
B +
l
q
δ(x− x0) (1.36)
が得られ、元々の電荷に加えて − eq の分数電荷を持つ準粒子が l個導入されていることが
確認できる。ここで l = 1とした場合を考えると、準粒子励起を記述する式 (1.35)項は式
(1.31)における電流と電磁ポテンシャルの結合を表す項において,eAµ → aµ と置き換え
た形になっていることが分かる。従ってこの準粒子に対しても Laughlin状態が形成され
ていると考えて有効作用を導出すると準粒子のカレントを記述する U(1)ゲージ場 a˜µ を
jµ =
1
2pi
∂ν a˜λε
µνλ (1.37)
という形で導入することで
Leff =
[
− p1
4pi
aµ∂νaλε
µνλ +
e
2pi
Aµ∂νaλε
µνλ
]
+
[
− p2
4pi
a˜µ∂ν a˜λε
µνλ +
1
2pi
aµ∂ν a˜λε
µνλ
]
(1.38)
となる。この議論は際限なく続けることができ、n次の階層までの準粒子が全て Laughlin
状態になっていると考えたときの有効作用の一般形は、
Leff = − 1
4pi
KIJaIµ∂νaJλε
µνλ +
e
2pi
qIAµ∂νaIλε
µνλ (1.39)
となる。ここでK は K-matrixと呼ばれるこの分数量子 Hall状態を特徴づける n× nの
対称行列、q = (q1, q2, · · · , qn)は charge vectorと呼ばれる各ゲージ場と電磁ポテンシャ
ルとの相互作用を記述する整数ベクトルであり、今の場合 q = (1, 0, · · · , 0) である。ま
た、このとき系の占有率 ν は、有効作用におけるゲージ場の自由度をトレースアウトする
ことによって
ν = qTK−1q (1.40)
のようにK と関係付いている [15]。実際に、p1 = 3の Laughlin状態の上に p2 = 2のボ
ソンの Laughlin状態が階層的に形成されている
K =
(
3 −1
−1 2
)
(1.41)
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の状態を考えてみると、
ν = qTK−1q =
2
5
(1.42)
となり、実験で確認されている ν = 2/5 の分数量子 Hall 状態に対応していることが分
かる。
1.5 端状態とその有効理論
量子 Hall状態においては、系内部は非圧縮液体であり、励起ギャップがすることが知
られているが、その一方で、系の端にはギャップレス励起が存在し、電流は系の端に沿っ
て一方向に流れることが分かっている。これは古典的には、図 1.5のように系の端に沿っ
て電子がスキッピング軌道を描くことによって実現していると理解されているが、以下で
は前節の有効作用の議論から、分数量子 Hall状態の各占有率においてどのような端状態
が現れるかを説明する [16, 17]。
図 1.5 端状態の古典的描像。系の端で反射されながらサイクロトロン運動を行う電子
が一方向に進む電流を形成する。
有効作用の議論によれば、ν = 1/q 型の分数量子 Hall状態における有効作用は
S = − q
4pi
∫
aµ∂νaλε
µνλd3x (1.43)
という形で与えられる。但し外場との結合の項は以下の議論には寄与しないため無視して
いる。今、系に x軸に沿って境界がある場合を考え、全系は y < 0の半無限平面上にある
と仮定する。このとき、この量子 Hall液体の U(1)ゲージ場 aµ に対してゲージ変換
aµ → aµ + ∂µf (1.44)
を施すと、系はこのゲージ変換に対して不変にならない。すなわち、y = 0において境界
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が存在することに起因して表面項が有限に残り、
∆S = − q
4pi
∫
y=0
dxdtf(∂0a1 − ∂1a0) (1.45)
という形で現れる。実際には端があってもゲージ不変性は保たれるはずのため、この矛盾
を解消するために条件 f(x, y = 0, t) = 0が常に成立するが、この拘束条件により系の境
界付近では aµ に動的な自由度が出現する。この状況を調べるための最も単純なゲージの
とり方は、a0 = 0が常に成立しているとすることである。このとき δLδa0 = 0となり、こ
れらの条件から
∂1a2 − ∂2a1 = 0 (1.46)
が得られる。式 (1.46)は
rot(a)z = 0 (1.47)
と書き直せるから、ベクトル解析の公式 rot(gradφ) = 0より適当なスカラー関数 φを用
いて
ai=x,y = ∂iφ (1.48)
と書け、これを式 (1.43)に代入してもう一度表面項の計算をすることで、端の有効作用と
して
Sedge = − q
4pi
∫
∂tφ∂xφdxdt (1.49)
が得られる。但しこの有効作用から Hamiltonianを作ると明らかに H = 0となるため、
このときの励起速度は 0となってしまいこのままでは物理的な励起は記述できない。有限
の励起速度を持つ状況は別のゲージ固定条件として
aτ = a0 + vax = 0 (1.50)
という条件を課すことで導出できる。この条件の元で有効作用を導出することで
Sedge = − q
4pi
∫
(∂t + v∂x)φ∂xφdxdt (1.51)
という励起速度有限の作用が得られる。
続いて、式 (1.51)の端の有効作用を量子化する。式 (1.51)の φをフーリエ変換すると、
Sedge =
q
2pi
∫
dt
∑
k>0
(ikφ˙kφ−k − vk2φkφ−k) (1.52)
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となるが、ここで φk (k > 0)を座標と見なすと、φ−k (k > 0)は正準運動量 pik = ∂S/∂φ˙k
に比例する量となる。交換関係
[φk, pik′ ] = iδk,k′ (1.53)
を導入して量子化を行い、このボソンの密度演算子を ρ = 12pi∂φで定義すると、この量子
系は ρを用いて
[ρk, ρk′ ] =
kδk,−k′
2piq
(1.54)
H = 2piqv
∑
k>0
ρ†kρk (1.55)
と記述され、励起速度を 1成分だけ持つ Luttinger liquidとなる。階層構造を持つ ν = p/q
型の場合への拡張は容易であり、前項の K-matrixを用いた議論より、
Sedge =
1
4pi
∫
dtdx [KIJ∂tφI∂xφJ − VIJ∂xφI∂xφJ ] (1.56)
となる。また、このとき Hamiltonianは
Hedge =
1
4pi
∫
dtdxVIJ∂xφI∂xφJ (1.57)
あるいは、密度演算子 ρI = 12pi∂xφI を用いて、
[ρI,k, ρJ,k′ ] = (K
−1)IJ
1
2pi
kδk,−k′ (1.58)
Hedge = 2pi
∑
I,J
∑
k
VIJρI,−kρJ,k (1.59)
と記述される。相互作用を記述する VIJ は式 (1.59) を対角化した際に励起モードのエ
ネルギーが正でなければならないという物理的な要請から正定値行列となる。この結果
K-matrixの正の固有値に対応する励起モードは正の向きのブランチに対応し、負の固有
値に対応するモードは負の向きのブランチに対応することとなる。
このように、分数量子Hall状態では複数の励起モードが端に出現し得る。特に ν = p/q
型の占有率の場合には、最低でも 2つのこのようなエッジチャンネルが出現することが期
待される。次節で述べるように、複数のエッジチャンネルがある場合、それらの間の相互
作用の効果によって中性モードなどの非自明な励起が出現することも予想されている。
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1.6 端状態に関連する先行研究
1.6.1 ν = 1/3の分数電荷の観測と端の構造
前節での端の有効理論によれば、ν = 1/3における端の励起は 1成分の Luttinger液体
であり、その素励起が持つ電荷はバルクの Laughlin状態の素励起の持つ分数電荷を反映
して e/3となる。この端を流れる素励起の電荷は量子アンチドットを用いた共鳴実験 [18]
や散乱雑音の実験 [5, 19]によって実際に観測されている。
図 1.6 Picciottoらによる散乱雑音の測定を用いた分数電荷の観測。[5]より引用。
図 1.6に示したのは Picciottoらの量子ポイントコンタクトを利用した実験の結果であ
る [5]。彼らは ν = 1/3の分数量子 Hall状態の 2つの端を近づけ、2つの端状態間での電
荷の散乱によって生じる散乱雑音を測定した。絶対零度の散乱雑音 Sは単位周波数あたり
S = 2QIB (1.60)
と、トンネル電流 IB 及び電荷 Qに比例することが知られているが、図 1.6では Q = e/3
とした理論値が実験結果と良く一致しており、系の端を流れる素励起が分数電荷を持つ
ことが確認できる。また、具体的な ν = 1/3 の端の構造については厳密対角化による計
算が行われている [20]。Tsiper による電荷分布の計算を図 1.7 に示す。この結果から、
ν = 1/3分数量子 Hall状態の端では、整数量子 Hall状態で期待されるような電荷密度の
単調な減衰は現れず、電荷密度は振動を伴いながら外界に接続している。Tsiper の計算
によればこの端の構造は Laughlin 波動関数を外界と接続したときとよく一致しており、
電荷の振動の波長は 4lB 程度と見積もられている。
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図 1.7 厳密対角化による端のある ν = 1/3 状態の Disc giometry での電荷分布。点
線は端がないとき Laughlin 状態が基底状態となる hard core model での計算結果。
[20]より引用。
1.6.2 ν = 2/3の端の構造と neutral modeの検出
ν = 1/3のような ν = 1/q 型の分数量子 Hall状態では、端の励起モードが 1つしか出
現しないため、そこで観測される現象は比較的単純な描像で理解できると考えられてい
る。その一方、ν = p/q 型となる分数量子 Hall状態では複数のエッジチャンネルが出現
するため、これらのエッジチャンネル間の相互作用により多彩な物理が出現することが
予想される。このような構造の中で最も単純かつ実験でも容易に観測される状態として
ν = 2/3がある。ν = 2/3の端の構造として現状広く信じられているのは、MacDonald
が提案した hole-conjugate描像である [21]。MacDonaldによれば、ν = 2/3の量子 Hall
状態は、ν = 1の整数量子 Hall状態の上に正孔の ν = 1/3分数量子 Hall状態が形成され
ていると解釈でき、従って系の端には ν = 1の通常のエッジチャンネルと ν = 1/3の逆
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向きに流れるエッジチャンネルが出現する (図 1.8)。この構造は、厳密対角化による数値
解析によって調べられている [22, 23]。図 1.9は Jonsonらによって行われた ν = 2/3の
Disk形の境界条件での厳密対角化である。彼らは系に存在する正孔の個数を変化させた
場合に系の境界部分に正孔が入る場合と、系の内部に正孔が入る場合があることを示し、
このことから ν = 2/3量子 Hall液体の端状態には 2つのエッジチャンネルが存在すると
主張している。また図 1.10に示した Huらの Disk形状における閉じ込めポテンシャル中
の ν = 2/3 の計算の結果は、系に現れる正孔部分が ν = 1/3 の Laughlin 液体状態と良
く一致することを示しており、これは ν = 1整数量子 Hall状態の上に正孔の ν = 1/3分
数量子 Hall状態が構成されているというMacDonaldの描像とコンシステントな結果と
なっている。
図 1.8 MacDonaldによって提案された ν = 2/3の端の構造の模式図 (a)ν = 2/3の
断面図。バルクでは ν = 2/3になっており、端で一度 ν = 1を経由してから ν = 0へ
接続する。(b)ν = 2/3を上から見た図。端に ν = 1のエッジチャンネルとそれに対向
する正孔の ν = 1/3のエッジチャンネルが現れ、それぞれが電荷 e,e/3を運ぶ。
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図 1.9 Jonson らによる ν = 2/3 の Disk 形状での厳密対角化での電荷分布の計算。
電子状態が 19 個存在する系に正孔を 2～6 個加えたときの系の応答から、正孔が端に
入る場合と内側に入る場合の 2種類が存在することが確認できる。[22]より引用。
図 1.10 Huらによる ν = 2/3の Disk形状での厳密対角化による電荷分布の計算。閉
じ込めポテンシャル中で電子状態 30個に 10個の正孔を導入した計算 (赤の実線)の正
孔部分と 6電子の hard core modelでの計算結果 (紫の点線)を合わせた結果 (臙脂色
の破線)が ν = 1の計算結果 (青の点線)とよく一致することが確認できる。[23]より
引用。
MacDonaldの予想によれば、図 1.11(a)のように 2端子コンダクタンスの測定を行っ
た場合、上側の端が ν = 1、下側の端が ν = 1/3の伝導をそれぞれ担うため、G = 43e2/h
となることが期待される。ところが、実際の実験においてこの測定を行うと G = 23e2/h
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が観測されることが知られている [24]。Kaneらはこの実験事実及びMacDonaldらの理
論を元に ν = 2/3の端の有効理論を考察した [25]。彼らは端の有効作用として
S0 =
∑
I,J
∫
dxdτ
1
4pi
[∂τφIKIJ∂xφJ + ∂xφIVIJ∂xφJ ] (1.61)
K =
(
1 0
0 −3
)
, V =
(
v1 v12
v12 v2
)
, q = (1, 1) (1.62)
ν = qTK−1q = 2/3 (1.63)
という形から出発し、エッジチャンネル間の相互作用及びランダムポテンシャルの効果を
考慮した繰り込み群の解析を用うことで、この系の端で通常の流れの向き (down stream)
に 2e/3 の電荷を運ぶチャージモード及び電流とは逆向き (up stream) に電荷を運ばず
熱だけを伝える中性モードと呼ばれる励起が出現することを示した。彼らの理論では
ν = 2/3 量子 Hall 液体における 2 端子コンダクタンス測定の状況は図 1.11(b) となり、
このときコンダクタンスは実験で観測される G = 23e2/hに一致する。このことから実際
の実験系では ν = 2/3分数量子 Hall液体では Kaneらの提案した端の構造が実現してい
ると考えられるが、Kaneらの理論には ν = 2/3の端では電荷を持たずかつ電流と逆向き
に流れる非自明な励起モードの存在が示唆され、これを検出するための様々な実験が行わ
れている [26–30]。
図 1.11 ν = 2/3 分数量子 Hall 状態における 2 端子コンダクタンス測定の模式図。
(a)MacDonaldが提案した端の構造の場合 (b)Kaneらが提案した端の構造の場合
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図 1.12 (a)Bidらによる neutral modeの検出の実験試料の模式図。(b)(a)において
Source 2 から電流を流した際に Voltage probe で検出される電流ノイズ。[26] より
引用。
図 1.12(a)は Bidらによる中性モード検出のための実験の模式図である [26]。Bidらは
バルク全体を ν = 2/3分数量子 Hall状態にした上で図 1.12(a)の Source 2から Ground
1の方向へ電流 In を流した。このとき、電流は系の端に沿って全て Ground 1に落とさ
れるため、図 1.12(a)の Voltage probeへ到達する電荷は存在しないはずだが、実際には
Voltage probeにおいて電流 In の大きさに比例するノイズが検出された (図 1.12(b))。こ
の結果から系には In とは逆向きに電子と正孔が対になり電荷中性となった up streamの
中性モードが生じており、この中性モードが QPCによって散乱されることで破壊されて
できた電子の流れが Voltage probeにおいてノイズとして検出されたと考えられている。
1.6.3 ν = 1と ν = 1/3の界面における ν = 2/3の性質の出現
ν = 2/3分数量子Hall状態の端における中性モードの出現は、この分数占有率での対向
する ν = 1と ν = 1/3のエッジチャンネルが存在することが本質的であると考えられる。
この観点から逆に、ν = 1と ν = 1/3の量子 Hall液体同士を接合させた場合、ν = 2/3
の端での性質が出現することが期待される。これを確認するために実際に独立に形成した
ν = 1と ν = 1/3のエッジチャンネルを接合する実験が行われている [31–33]。図 1.13に
示したのは Cohenらの実験である。ν = 1/3と ν = 1のモードが対向して走る距離が十
分長いときには ν = 2/3において観測される G = 23e2/hが観測されており、このような
実験状況が ν = 2/3の端状態を形成すると考えられる。
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図 1.13 (a)Cohen らによる ν = 1 と ν = 1/3 の対向エッジチャンネルの実験の模
式図。試料の中心でアップスピンの ν = 1 とダウンスピンの ν = 1/3 の対向エッジ
状態が実現している。(b)(a) の状況における 2 端子コンダクタンスの測定結果。エッ
ジチャンネル同士が対向する距離が短い場合には MacDonald の描像から予想される
G = 4
3
e2/hが観測されるが、対向する距離が長くなることで 2つのエッジチャンネル
が平衡化し、Kaneらの描像から期待されるG = 2
3
e2/hが観測される。[32]より引用。
対向エッジの実験に関してはこの他にも Hashisaka らの QPC による実験によって
ν = 1/3同士の界面に比べて ν = 1/3と ν = 1の界面を形成した場合の方がコンダクタ
ンスのプラトーが頑強となることが報告されており [33]、これは ν = 1/3と ν = 1の界
面で ν = 2/3 の性質が出現することで端の構造が安定化されたためではないかと予想さ
れている。
図 1.14 (a)Hashisaka らの実験試料の模式図。赤い領域 (ν = 1/3) と右の青い領域
(ν = 1)との間に取り付けたスプリットゲートによって 2つの量子 Hall状態の微小界
面を形成している。(b)(a)において ν = 1/3と ν = 1及び ν = 1/3と ν = 1/3を接
合させて測定したコンダクタンスの界面の長さ依存性。ν = 1/3と ν = 1/3を接合さ
せた場合に比べ ν = 1/3と ν = 1を接合させた状況ではより広範な界面の長さでコン
ダクタンスの量子化が生じる。[33]より引用。
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1.6.4 ν = 2/3と緩やかな閉じ込めポテンシャルの効果
ν = 2/3の端状態としては、ここまで述べてきた以外にもいくつかの構造が提案されて
いる [34–38]。図 1.15は Beenakkerによって提案された系の閉じ込めポテンシャルが緩
やかな場合の端状態の模式図である [36]。Beenakkerの予想によれば、緩やかな閉じ込め
ポテンシャル中では ν = 2/3 の量子 Hall 状態は系の端へ向かう途中で一度 ν = 1/3 の
量子 Hall 液体に接続した後に占有率 ν = 0 の状態へと移行する。このとき ν = 2/3 と
ν = 1/3の 2つの非圧縮流体に挟まれた領域に伝導を担うエッジチャンネルが出現するた
め、ν = 1/3 と ν = 0 の間のエッジチャンネルと合わせると系全体ではエッジチャンネ
ルとして ν = 1/3の down streamのチャージモードが 2本現れることとなる。従ってこ
の状況ではこの 2つのエッジチャンネルに電流が流れることでトータルで 23eの電荷が流
れ、ν = 2/3の電気伝導が実現される。
図 1.15 Beenakkerによって提案された緩やかな閉じ込めポテンシャル中の量子 Hall
状態の模式図。緩やかなポテンシャルの効果で系の端に向かって段階的にいくつかの
分数量子 Hall状態が出現する。[36]より引用。
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図 1.16 Meir によるモンテカルロ法を用いた ν = 2/3 の電荷分布の計算。実線は急
峻な閉じ込めポテンシャル、破線は緩やかな閉じ込めポテンシャルに対応する。[37]よ
り引用。
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図 1.17 (a)Meirにより提案された ν = 2/3の端の構造 (左)と対応するエッジチャン
ネルの模式図 (右)。(b)Wangらの繰り込み群を用いた解析の模式図。中間的な温度領
域において相互作用の効果により 2本の Q = e/3の down streamのチャージモード
と 2本の up streamの中性モードが出現する。[38]より引用。
Meirはモンテカルロ法を用いることで ν = 2/3分数量子 Hall状態における閉じ込めポ
テンシャルの形状依存性について調べている (図 1.16)[37]。その結果からMeirは、緩や
かに変動する閉じ込めポテンシャルでの計算の場合、ν = 1− 1/3の構造の外側に新たに
ν = 1/3 の分数量子 Hall 液体が出現すると予想している (図 1.17(a))。この結果を根拠
に、Wangらは Kaneらの端の有効理論を拡張し、4本の励起を持つ構造を提案した。彼
らの結果によれば、一番外側の ν = 1/3のエッジチャンネルが内側の 3つのエッジチャ
ンネルと十分離れている場合、Meirの提案した構造にエッジ間の相互作用及びランダム
ポテンシャルの効果を考慮することで 2本の ν = 1/3の down streamのチャージモード
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と 2本の up streamの中性モードが出現する。
これらのMacDonald及び Kaneらの予想と異なる端の構造の出現を示唆する実験とし
て Saboらの 2点 QPCの実験があげられる (図 1.18)[39]。2点 QPCによる電流の透過
率の観測 (図 1.18(c)(d)) から図 1.18(a) の試料形状では電流を流すチャージモードは 1
つだが、(b)では 2本出現していることが示唆されており、彼らはこの観測結果及びこの
とき同時に中性モードが検出されるという事実から、図 1.18(b)の状況ではWangらの提
案する端の構造が実現しているのではないかと主張している。
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図 1.18 Sabo らによる ν = 2/3 量子 Hall 状態の端の電気伝導の実験。(a) 端に
チャージモードが 1 本だけ存在し、Kane らの端状態が出現していると考えられる試
料。(b)端にチャージモードが 2本出現し、Wangらの端状態が出現していると考えら
れる試料。(c)(a) の試料における 2 点 QPC の実験結果。チャージモードが一つしか
ないため S1から D1への透過率が QPC1の透過率 t1 に比例する。(d)(b)の試料にお
ける 2点 QPCの実験結果。チャージモードが 2つ存在するため S1から D1への透過
率が QPC1の透過率 t1 に依存せず一定となる領域が存在する。[39]より引用。
1.7 本研究の目的
ここまで述べたように、バルクの現象に対して統一的理解がかなり得られているにも関
わらず、量子 Hall系の端状態の性質については未だ様々な未解決の問題が残されている。
現実の試料には必ず端があり、その端を流れる電気伝導によって量子Hall系の伝導特性が
決まることから、端の構造に対する理解は重要であるが、最も単純な階層構造を持つと考
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えられる ν = 2/3の量子 Hall状態の端状態に関してもエッジチャンネルの本数やその構
造ついての十分な理解は得られていない。また、有効理論によって実験結果の現象論的な
説明は可能であるものの、現象論的な枠組みでは仮定次第で任意の占有率及びエッジチャ
ンネルの本数の場合が記述できるため、理論計算で仮定されている端の状態が現実の系の
状況に対応しているかは別に確認する必要がある。このような状況では数値計算による解
析が重要となるが、現状報告されている端状態の数値的計算は、系が小さいことにより端
とバルクの分離が不十分であるため、系が量子 Hall状態であるのかが不明瞭であったり、
端の構造を出現させる程度の大きな系を取り扱うために波動関数をあらかじめ Laughlin
状態であると仮定するなど、実際の系の状況を再現しているのかと言う点に関して多くの
検証の余地がある。本研究ではこのような現状を踏まえ,波動関数の構造などに仮定を入
れることなく大規模な二次元電子系を取り扱うことが可能な手法である DMRG法を用い
て、量子 Hall系の端状態の定量的な解析を行うことを目的とする。本研究では特に、分
数量子 Hall状態が安定的に得られることが知られている ν = 1/3とその階層状態である
ν = 2/5, 3/7及び、これらの particle-hole対称な状態である ν = 2/3, ν = 3/5, 4/7の分
数量子 Hall状態に着目し、具体的に以下の目的を設定する。
1. 各分数量子 Hall状態における端の構造を解析し、端状態の実験を行う際にどの程
度の領域を系の端状態として考えればよいかを定量的に明らかにする。
2. ν = 2/3分数量子 Hall状態の端状態として考えられている hole-conjugate描像が
Coulomb相互作用が働く実際の系で成り立つのかを調べ、さらにこれが ν = 2/3
以外の占有率の分数量子 Hall状態おいても有効であるか明らかにする。
3. 緩やかな閉じ込めポテンシャル中での ν = 2/3分数量子 Hall状態において予想さ
れている複数の端の構造が実際に実現するかを明らかにする。
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2.1 本研究で扱う理論模型
本研究ではトーラス上の二次元電子系を取り扱い、一様磁場 B がこの電子系を垂直に
貫く状況を考える。このような場合には LandauゲージA = (0, Bx, 0)を採用し、y方向
の並進対称性を利用すると境界条件との整合性が良い。Landauゲージの下での自由電子
のハミルトニアンは、
H =
1
me
[p2x + (py − eBx)2] (2.1)
と書ける。但しここで磁場が十分強く、スピンは完全偏極しているものとしてゼーマン項
は無視している。y 方向の並進対称性から、この系の波動関数は
φ(r) =
1√
Ly
exp(ikyy)ψ(x) (2.2)
のように変数分離した形で表すことができる。ここで Ly は y 方向の系の長さであり、波
数は ky = 2pinLy (n ∈ Z) のように離散化されている。式 (2.2) から Schro¨dinger 方程式は
エネルギー固有値を E として{
1
2me
[p2x + (ℏky − eBx)2
}
ψ(x) = Eψ(x) (2.3)
となる。中心座標
Xj = −kyl2B (2.4)
を導入して式 (2.3)を整理することで、各中心座標毎に[
1
2me
p2x +
meω
2
c
2
(x−Xj)2
]
ψj(x) = Eψj(x) (2.5)
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の式を得るが、これはXj を原点とする 1次元調和振動子の Schro¨dinger方程式に他なら
ない。式 (2.5)の解は Hermite多項式
Hn(x) = (−1)nexp(x2) d
n
dxn
exp(−x2) (2.6)
を用いて
ψn,j(x) = (
1
pi
)1/4(
1
2nn!lB
)1/2exp
[
− (x−Xj)
2
2l2B
]
Hn
(
x−Xj
lB
)
(2.7)
となり、また、固有エネルギー E は Xj によらず
E = (n+
1
2
)ℏωc (2.8)
となるため、自由電子のエネルギーが Landau量子化されていることが確認できる。
本研究では占有率 ν < 1の領域に注目するため、十分磁場が大きいと考え、最低 Landau
準位 n = 0に属する波動関数のみを用いる。この制限により、一体の波動関数に残る自由
度は中心座標 Xj だけとなり、波動関数が x方向に周期 Lx だけ並進しても変わらない周
期境界条件を考慮して一体の波動関数は
φj(r) = (
1
Ly
√
pilB
)1/2
∞∑
k=−∞
exp
[
i
(Xj + kLx)y
l2B
− (x−Xj − kLx)
2
2l2B
]
(2.9)
のように表すことができる。
次にこれらの一体波動関数を用いてクーロン相互作用を持つ磁場中二次元電子系の多体
のハミルトニアンを構成する。Xj が量子化されていることに注意し、各中心座標Xj に
対応する一体の状態への電子の生成 (消滅)演算子を c†j(cj)と置くと、第 2量子化表示の
ハミルトニアンは
H =
1
2
∫
dr1
∫
dr2V (r1 − r2) : ρˆ(r1)ρˆ(r2) :
=
1
2
∑
j1,j2,j3,j4
∫ Lx
0
dx1
∫ Lx
0
dx2
∫ Ly
0
dy1
∫ Ly
0
dy2ϕ
∗
j1
(r1)ϕ
∗
j2
(r2)V (r1 − r2)ϕj3 (r2)ϕj4 (r2)c†j1c
†
j2
cj3cj4
=
1
2
∑
j1,j2,j3,j4
Aj1,j2,j3,j4c
†
j1
c†j2cj3cj4 (2.10)
Aj1,j2,j3,j4 = δ
′
j1+j2,j3+j4
1
LxLy
∑
q ̸=0
δ′j1−j4,qyLy/2pi
2pie2
ε|q| exp
[
− q
2l2B
2
− i(j1 − j3) qxLx
M
]
(2.11)
となる [40]。但しここで一体の運動エネルギー部分は定数となるため無視し、クーロ
ン相互作用の一様成分は系の背景正電荷と打ち消し合うとした。また, 式中の δ′i,j は
i = (j mod M)が成立するときのみ 1となりそれ以外では 0となる関数であり、M は独
立な 1体波動関数の数を与える。式 (2.10)から明らかなように、この模型はクーロン相
互作用のみによって基底状態が決まる強相関の極限の問題となっている。従ってこの系に
おいて摂動論は完全に破綻しており、次章で述べる数値解析手法が系の性質を調べる上で
重要な役割を果たす。
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3.1 密度行列繰り込み群法 (DMRG法)
3.1.1 DMRG法のアルゴリズム
量子多体問題において、系のサイズの増加は、ハミルトニアンの行列次元の指数関数
的増大をもたらすため、厳密対角化やランチョス法による方法では 30サイト程度より大
きな系を取り扱うことができない。この限界を越えた大規模な量子多体系の基底状態の
性質を調べるための計算手法が、本研究で用いる密度行列繰り込み群法 (Density Matrix
Renormalization Group: DMRG) である [41, 42]。DMRG 法では系の基底状態を記述
するために重要な基底のみを残すことで、大きな系のハミルトニアンを近似的に精密に再
現する。このとき、必要な基底の選択は密度行列の対角化を行うことで自動的に行われる
ため、量子多体効果を取り込みつつ大規模な系の解析を行うことができる。
図 3.1 DMRGでの super blockの概念図
DMRG法では、系を「system block」と「environment block」の 2つに分割し、これ
ら 2つを合わせた全系を「super block」として表現する (図 3.1)。今、super block(全系)
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の Hamiltonianを対角化したとすると、系の基底状態として
|ψ〉 =
∑
i,j
ψi,j |i〉 |j〉 (3.1)
が得られる。ここで |i〉 (i = 1 · · · , I), |j〉 (j = 1 · · · , J) はそれぞれ system block 及び
environment block の空間を張る規格直交基底である。また、ψi,j は各基底の係数であ
る。系の基底状態を表現するために必要な system 及び environment の基底の個数はそ
れぞれ I, J であるが、これよりも少ない基底の個数で基底状態を近似的に表現すること
を考える。そのために、ここで system block側の密度行列を
ρsysi,i′ =
∑
j
ψ∗i,jψi′,j (3.2)
で定義する。この密度行列を用いて基底状態 |ψ〉のノルムを求めると、
〈ψ|ψ〉 =
∑
i,j
ψ∗i,jψi,j =
∑
i
ρsysi,i = Trρ
sys =
∑
α
ωα = 1 (3.3)
となる。ここで、ωα は密度行列 ρsys の固有値を表し、密度行列がその定義によって半正
定値行列であることから全ての αに対し ωα ≥ 0である。基底状態に一番近い状態は、上
記のノルムを最も 1に近く保つものであるから、基底の数をm個に制限した場合には ωα
の大きい順にそれらの固有値に対応する m個の基底を選択すれば、制限された次元の中
で基底状態を最も良く近似する基底の組が得られる。environment 側についても同様の
操作で基底の選択ができる。DMRG法の近似の精度を表す指標は Truncation errorと呼
ばれ、基底の制限によって残した密度行列の固有値の和の値 1からのずれ
Terror = 1−
m∑
α
ωα (3.4)
で定義される。
3.1.2 Infinite system method
前項の密度行列を用いた基底選択を行えば、既に得られている基底状態の波動関数をよ
り少ない基底の数で効率的に近似することができる。しかしながら、この操作を行うため
にはまず基底状態の波動関数を求めるためにHamiltonianを対角化する必要があり、大き
なサイズの系ではこの対角化が実行できない。この問題を解決するため、Infinite system
methodと呼ばれる、小さな系の基底状態を利用して少しずつ大きな系の基底状態を求め
る以下の方法を用いる。
3.1 密度行列繰り込み群法 (DMRG法) 29
図 3.2 Infinite system methodによる系の拡張の模式図。
はじめに、4サイトの系を考える (図 3.2上段)。この系の左側 2サイトを system block,
右側 2サイトを environment blockとする。この系の Hamiltonianの次元は小さいため、
厳密対角化によって基底状態を計算することができる。求めた基底状態を用いて前述の密
度行列を構成し、それを対角化することによって system及び environment側の基底の個
数を m個に制限した近似的な基底状態が得られる。このとき、選ばれた各固有値 ωα に
対応する基底を元の基底を用いて記述すると
|α〉 =
∑
i
Uα,i |i〉 (3.5)
と記述できる。ここで U は密度行列を対角化するユニタリー行列である。この基底 |α〉
を用いて system側の任意の演算子 Osysi,i′ を
Osysα,α′ =
∑
i,i′
Uα,iO
sys
i,i′Ui′,α′ (3.6)
のように基底変換すると、これは system block内の 2サイトに作用する演算子を選択され
たm個の基底のみを用いて表した演算子となる。この演算子の情報を保存 (environment
blockも同様)したのちに、この系の中心に新たに single siteを 2つ付け加える。この状
況で先ほど保存した演算子と付け加えた 2つの single site を用いて全系の Hamiltonian
を作ると、保存しておいた演算子は元々 2 つのサイトへ作用する演算子であったから、
6 サイトの系の Hamiltonian を構成することができる (図 3.2 中段)。L = 4 のときと
同様に中心で系を 2 つに分け、今度は左側 3 サイトを system block, 右側 3 サイトを
environment blockとして上記の操作を繰り返すことで、これらの 3サイトへ作用する演
算子の表現が得られる。このようにして密度行列による基底選択→演算子の基底変換→
シングルサイトの追加→密度行列による基底選択→ · · · と繰り返していくことで系を任
意のサイズまで拡張することが可能となる。
Infinite system method では拡張前の系の基底状態を構成する基底が拡張後の系の基
底状態を表す上でも同様に重要であることを暗黙に仮定している。この仮定は一次元
Heisenberg 模型や一次元 Hubbard 模型のような基底状態の構造が単純で並進対称な場
30 第 3章 計算手法
合には問題を起こさないが、磁場中二次元電子系のような量子 Hall液体やWigner結晶
といった対称性が異なる状態が複雑に出現する系では、問題を起こすことが多い。この問
題のためこれまで 60 サイトを越えるサイズの系での量子 Hall 液体の計算は困難であっ
たが、本研究では系のサイズが最終的にターゲットするフィリングと合致するときのみ密
度行列の対角化による基底選択を行うことで安定的に量子 Hall液体状態を出現させる工
夫を行った。本研究で主に着目した ν = 1/3, 2/3の場合、系のサイズが 6の倍数になる
タイミングでフィリングが最終的なターゲットフィリングに一致し、また一度の拡張では
系のサイズが 2サイト増えるため、3回に一度対角化を行った。この方法による代償とし
て、次元削減を行わない 2回分の拡張では全ての状態を残すことになるため、最大 4m個
の基底を保存することになる。このため、m=200程度の比較的少ない状態数でも対角化
時には 800個の基底を扱うことになり、mをあまり大きくすることができない。しかし
ながら、m=800で毎回次元削減をする場合に比べてこちらの方法の方が安定に量子液体
状態を構成しながら系を拡張することができ、エネルギー的にもこの方法の方がより低い
ものとなることが確認できている。
3.1.3 Finite system method
DMRG 法では、Infinite system method を逐次的に繰り返すことで任意のサイズま
で系を拡張することができる。しかし、Infinite system method では制限された有限の
基底数で状態を近似するために 1 ステップ毎に誤差が累積し、最終的に得られる波動関
数は実際にはこの基底の削減に起因する累積誤差を含んでいる。この誤差を最小限に抑
えるため、DMRG法では Infinite system methodで生成した系に対して Finite system
method と呼ばれるアルゴリズムを実行する。今 Infinite system method が完了し、系
に含まれているサイト数が 2N + 2になっている状況を考える (図 3.3の 1段目)。このと
き、系は左端から N個のサイトが基底変換されて保存されたブロック BL(N)、右端から
N個のサイトが基底変換されて保存されたブロック BR(N)及び、中央の２つのシングル
サイト (•で表現する)により構成されるため、全系の状態は模式的に BL(N) • •BR(N)
と表される。この状態で Infinite system methodと同様にシングルサイトの繰り込みを
行うと、系の左側のブロックに取り込まれたサイトが 1つ増え、BL(N + 1)となる。こ
の BL(N + 1)を用いて再び 2N + 2個のサイトを持つ系を表現すると
BL(N + 1) • •BR(N − 1)
と書ける。ここで BR(N − 1) は Infinite system method の過程で既に得られている
N − 1 個のサイトが繰り込まれた右側のブロックである (図 3.3 の 2 段目)。この操作に
よって系の system block と environment block の切れ目が 1 サイト分右にずれる。同
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様の操作を行い系の切れ目を 1 サイトずつ右側にずらしていくと、最終的に右側のブ
ロック BR(1) は繰り込まれていないシングルサイトとなる (図 3.3 の 3 段目)。続いて
更新の向きを逆転させ、今度は繰り込みによって右側のブロックに含まれるサイト数を
BR(1) → BR(2) と増やしていく (図 3.3 の 4 段目)。この折り返し後の BR ブロックの
繰り込みは全系のサイズが目的とするサイズになった状態での計算であるから、Infinite
system methodで行われたものよりも適切に基底選択をすることが可能となる。この更
新を繰り返しながら右側のブロックを拡張していき、左端に到達したところで更新方向を
再び反転させることで今度は BL ブロックを最適化しながら系の切れ目は再び右側に移動
していく。この移動によって最終的に系の状態は
BL(N) • •BR(N)
に戻る。Finite system methodにおけるこの一連の動作は sweepと呼ばれ、この sweep
を系の状態が収束するまで繰り返すことで、DMRG法による最適な系の基底状態を求め
ることができる。
図 3.3 L = 8における Finite system methodでの sweepの様子。
3.2 本研究における DMRG法の適用
3.2.1 端のある 2次元電子系での DMRG法の実行
通常 DMRG法は、系の拡張の仕方から分かるように 1次元系を念頭においている。本
研究で扱う系は 2次元電子系であるが、式 (2.10)から明らかなように、本研究で用いる
Hamiltonianは 1次元電子系として記述することができるため、DMRG法をそのまま適
用することが出来る [43]。式 (2.11) では系がトーラスであることに対応して隣のユニッ
トセルからの相互作用が入っており、式 (2.11) にそのまま DMRG 法を適用する場合に
は端のないバルクの磁場中二次元電子系の計算となる [40, 44]。本研究では、式 (2.11)に
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おいてユニットセルを越えた相互作用を切断することによって端のある系を実現した。こ
れは図 3.4に示すように、隣り合う Unit Cell間に厚み 0の理想的な障壁を入れることに
対応する。このような仕切りを入れることで電子は Unit Cellを越えた遷移をすることが
禁止されるため、系に端の構造を出現させることができる。このとき、隣の Unit Cellの
効果は完全に排除されるわけではなく、電荷分布による静電ポテンシャルによって系に閉
じ込めポテンシャルを与える。従ってこの系では通常外場として入れる必要がある閉じ込
めポテンシャルを考慮せずとも自動的に自身の電荷分布によって自分自身を閉じ込める状
況が実現している。
また、本研究では DMRG 法によって残す典型的な基底の数 m は ν = 1/3, 2/3 及び
ν = 2/5, 3/5 の計算においては m = 200、ν = 3/7, 4/7 の計算では m = 100 とし、
Truncation errorは O(10−4) ∼ O(10−2)の範囲となっている。
図 3.4 本研究で用いるトーラス上の 2次元電子系の展開図。x方向には周期 Lx,y 方
向には周期 Ly の周期境界条件が課されている。系に端を導入するため、厚みの無い障
壁を各ユニットセルの境界に挿入し、ユニットセルを越えた非対角要素の遷移を禁止
する。
3.2.2 ポテンシャル項による外場の導入
前項の閉じ込めポテンシャルの効果に加え、実際の 2次元試料の実験においては 2次元
面の直上に取り付けられた金属極板から加えられる電圧の効果が重要となる。この電圧の
効果を取り入れるため、本研究では、式 (2.10)で与えられる Halmiltonianに化学ポテン
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シャル項∑j P(j)c†jcj を追加する。ここで P(j)は
P(j) = V I3(j) (3.7)
I3(j) = I2(j)/I2(0) (3.8)
I2(j) = I1(j) + I1(M − 1− j)− 2I1((M − 1)/2) (3.9)
I1(j) = tan
−1 ((j −D)/W ) (3.10)
(3.11)
で与え、W,D, V はそれぞれポテンシャルの緩やかさ、中点の位置、強さを調整するパラ
メータである。また、ポテンシャルの強さ Vは、クーロン相互作用の大きさを基準にと
る。ポテンシャルの形状を確認するため、ユニットセル内の独立な 1電子状態の数M が
M = 120の場合に V = 1.0に固定し、いくつかの D,W での P (x)を描画した結果を図
3.5に示す。
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V = 1,W = 5, D = 0
V = 1,W = 5, D = 10
V = 1,W = 25, D = 0
図 3.5 式 (3.7)で与えられる外場のいくつかのパラメータにおける概形。
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結果
4.1 0 < ν < 1/2占有率における分数量子 Hall状態の端の構
造の解析
この節では、最も基本的な分数量子 Hall状態である ν = 1/3及びその階層的な系列で
ある ν = 2/5, 3/7の電荷分布からこれらの占有率における端の構造を示すとともに、分
数量子 Hall状態の端領域がどの程度広がっているのかという問題を定量的に解析する。
4.1.1 ν = 1/3の端の形状
初めに本研究で得られた ν = 1/3における計算結果を示す。図 4.1は電子数 Ne = 40,
縮退する一電子軌道の総数M = 120, アスペクト比 Ly/Lx = 0.5 での電荷分布である。
縦軸は各中心座標毎の電子数期待値 〈nj〉, 横軸は磁気長 lB を基準にした中心座標 Xj で
ある。中心では ν = 1/3の一様な電荷分布となる非圧縮性の液体状態が出現し、端に近づ
くに従って電荷分布に振動が現れており、端とバルクの状態の分離に成功していることが
確認できる。
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図 4.1 M = 120,Ly/Lx = 0.5における ν = 1/3の中心座標Xj 毎の電荷分布。点線
は ν = 1/3を示す補助線。
次にこの結果のアスペクト比 Ly/Lx 依存性を確認する。図 4.2 は Ly/Lx =
0.25, 0.5, 0.75, 1.0 での計算結果を比較したものである。図 4.2 からアスペクト比の変化
に対して僅かな変化が見られるが、端の長さにはほぼ影響はなく端で同様の電荷分布の振
動の出現が確認でき、ν = 1/3分数量子 Hall液体の端の構造は系のアスペクト比 Ly/Lx
の変化に対して強固であることが分かる。
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図 4.2 Ne = 40,M = 120におけるアスペクト比 Ly/Lx 依存性
続いて端の構造の系のサイズ M への依存性を確認する。図 4.3 は M = 60(Ne =
20), 90(Ne = 30), 120(Ne = 40) でアスペクト比を Ly/Lx = 0.5 に固定した際の計算
結果を比較したものである。この結果からM = 60 以上であれば端の振る舞いは同様で
あり、ν = 1/3量子 Hall液体の端の構造がサイズの変化に対しても強固であることが分
かる。
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図 4.3 アスペクト比 Ly/Lx = 0.5における ν = 1/3のサイズM 依存性
電荷の振動から端の範囲を見積もるため、Ne = 40,M = 120, Ly/Lx = 0.5 の電荷分
布に対してフィッティング関数
Fit(x) = Ce−x/αcos(kx+ θ) + ν (4.1)
によるフィッティングを行った結果を図 4.4 に示す。図 4.4 からこの関数が非常に良
く電荷分布の振動を再現することが確認できる。このフィッティングの結果から電荷
振動の波長を見積もると、λ = 2pi/k ≃ 4.301lB となり、バルクの最低励起状態である
magnetrotonの roton minimumの波長 λ ∼ 4.342lB に非常に近い値となっている [45]。
このことから系の端に出現する電荷振動は、端における並進対称性の破れによってバルク
の密度波励起状態が局所的に誘起された結果であると考えられる。また、式 (4.1)におい
て電荷振動の減衰のスケールを与えるパラメータ αは α ∼ 2.79lB と見積もられ、このこ
とから端としての特徴的な領域は磁気長の 3倍程度の範囲であると考えられる。
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図 4.4 Ne = 40,M = 120, Ly/Lx = 0.5における ν = 1/3の電荷振動のフィッティ
ング。点線はフィッティング関数
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4.1.2 ν = 2/5の端の形状
この項では、ν = 1/3の上位の階層として理解され、実験的にも観測されている ν = 2/5
の分数量子 Hall液体の端の構造を確認する。図 4.5に Ne = 56,M = 140, Ly/Lx = 0.5
における電荷分布の計算結果を示す。中心付近では ν = 2/5 のほぼ一様な電荷分布が実
現し、端と中央領域の分離が確認できる。
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図 4.5 Ne = 56,M = 140,Ly/Lx = 0.5 における ν = 2/5 の中心座標 Xj 毎の電荷
分布。点線は ν = 2/5を示す補助線。
この ν = 2/5分数量子 Hall状態における端の構造のアスペクト比 Ly/Lx 依存性を確
認するため、Ne = 56,M = 140において Ly/Lxを Ly/Lx = 0.25, 0.5, 0.75, 1.0と変化さ
せた場合の電荷分布を比較した結果を図 4.6に示す。ν = 1/3分数量子 Hall状態に比べ、
端の構造がアスペクト比 Ly/Lx に依存しているが確認できる。図 4.6の Ly/Lx = 1.0で
の中心付近付近での電荷の振動は実効的に系の x 方向のサイズが縮むことによって生じ
る端の同士の干渉の効果によるものであると考えられる。
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図 4.6 Ne = 56,M = 140におけるアスペクト比 Ly/Lx 依存性
続いて ν = 2/5 分数量子 Hall 状態の端の構造のサイズ M 依存性を確認するため、
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Ly/Lx = 0.5に固定し、サイズM = 100(Ne = 40),M = 120(Ne = 48),M = 140(Ne =
56)の端の構造の比較を行った。その結果を図 4.7に示す。
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図 4.7 アスペクト比 Ly/Lx = 0.5における ν = 2/5のサイズM 依存性
図 4.7の結果から ν = 2/5分数量子 Hall液体の端の構造はM = 100以上であればほ
ぼサイズに依存しないと考えられる。
ν = 2/5 分数量子 Hall 液体の端の範囲を評価するため、式 (4.1) のフィッティング関
数を用いて電荷分布の振動を調べる。ν = 2/5 量子 Hall 液体の端の構造はアスペクト
比 Ly/Lx に依存しているため、中心付近で一様な電荷分布が実現し、量子 Hall 液体と
しての性質が確認できた Ne = 56,M = 140, Ly/Lx = 0.25, 0.5, 0.75 の結果をそれぞれ
フィッティングし、電荷振動の波長の範囲を見積もった。その結果を図 4.8に示す。
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図 4.8 Ne = 56,M = 140,Ly/Lx = 0.25, 0.5, 0.75における ν = 2/5の電荷振動の
フィッティング。点線はフィッティング関数
この結果からアスペクト比 Ly/Lx毎の波長 λLy/Lx の評価はそれぞれ λ0.25 = 4.103lB ,
λ0.5 = 3.738lB , λ0.75 = 3.535lB となる。また、振動の減衰のスケールを与えるパラメー
タ αLy/Lx はそれぞれ α0.25 = 3.653lB , α0.5 = 3.897lB , α0.75 = 4.779lB と見積もられ
る。Ly/Lx 依存性がやや大きく現れているが、いずれにおいても ν = 2/5における αの
値は ν = 1/3の場合に比べて大きく、これは ν = 2/5分数量子 Hall状態のバルクの励起
ギャップが ν = 1/3分数量子 Hall状態の場合よりも小さいことを反映していると考えら
れる [44]。Ly/Lx 依存性が現れた理由は、励起ギャップが小さくなり波動関数の特徴的
長さが伸びたことによって端の干渉が強まったためと考えられる。
4.1.3 ν = 3/7の端の形状
次に、ν = 2/5 のさらに上位の階層として理解され、実験的にも出現が確認されて
いる ν = 3/7 の分数量子 Hall 液体の端の構造を確認する。図 4.9 に Ne = 60,M =
140, Ly/Lx = 0.5における電荷分布の計算結果を示す。中心付近では ν = 3/7のほぼ一
様な電荷分布が実現し、端とバルク部分に対応する中央領域の分離が確認できる。
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図 4.9 Ne = 60,M = 140,Ly/Lx = 0.5 における ν = 3/7 の中心座標 Xj 毎の電荷
分布。点線は ν = 3/7を示す補助線。
次にこの結果のアスペクト比 Ly/Lx 依存性を確認するため、Ne = 60,M = 140にお
けるアスペクト比 Ly/Lx = 0.25, 0.5, 0.75での結果の比較を図 4.10に示す。ν = 3/7で
は Ly/Lx > 0.75では Finite sweepを 10回以上繰り返しても計算結果が収束せず、また
中心付近に液体状態が形成される傾向が見られなかったため、以下では Ly/Lx ≤ 0.75の
計算結果のみを用いて解析を行う。図 4.10から Ly/Lx = 0.5 ∼ 0.75では中心で電荷の
振動が消失し、液体状態が実現していることが確認できる。
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図 4.10 Ne = 60,M = 140におけるアスペクト比 Ly/Lx 依存性
続いて ν = 3/7 分数量子 Hall 状態の端の構造のサイズ M 依存性を確認するため、
Ly/Lx = 0.5に固定し、サイズM = 84(Ne = 36),M = 112(Ne = 48),M = 140(Ne =
60)の端の構造の比較を行った。その結果を図 4.11に示す。
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図 4.11 アスペクト比 Ly/Lx = 0.5における ν = 3/7のサイズM 依存性
図 4.11の結果から、ν = 3/7の端の構造はM < 140ではサイズに依存して振る舞いが
異なっており、このことから ν = 3/7分数量子 Hall液体はM ≥ 140程度の大きな系で
なければ出現しないと考えられる。
図 4.10 の結果から ν = 3/7 分数量子 Hall 液体における端の振動の波長はアスペク
ト比 Ly/Lx に依存していることが確認できるため、中心付近で液体状態が実現する
Ly/Lx = 0.5 及び Ly/Lx = 0.75 においてそれぞれ式 (4.1) によるフィッティングを行
い、ν = 3/7分数量子 Hall液体における端の振動のスケールを見積もった。図 4.12に各
アスペクト比におけるフィッティング結果を示す。
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図 4.12 Ne = 60,M = 140, Ly/Lx = 0.5, 0.75 における ν = 3/7 の電荷振動の
フィッティング。点線はフィッティング関数
これらの結果から各アスペクト比における波長 λLy/Lx を見積もると λ0.75 =
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3.55lB ,λ0.5 = 3.85lB 程度となる。また、端の振動の減衰のスケールを与えるパラメータ
αLy/Lx はそれぞれ α0.75 = 4.16lB ,α0.5 = 4.34lB と見積もられる。αの値は ν = 2/5の
場合より大きくなる傾向が見られ、これは ν = 3/7分数量子 Hall状態が ν = 2/5分数量
子 Hall状態に比べてギャップが小さくより不安定であることを反映していると考えられ
る。図 4.10において Ly/Lx = 0.25での電荷分布については中心で液体状態を形成して
いないため、別途考察を行う。図 4.13は Ne = 60,M = 140, Ly/Lx = 0.25における電
荷分布の全体図である。中心では減衰のない規則的な電荷振動が出現する。図 4.13に点
線で示したようにこの電荷振動の下限が ν = 1/3 で抑えられていることから、この規則
的な振動はアスペクト比の低下により一体波動関数の重なりが減少し、ν = 1/3分数量子
Hall液体に誘起された準粒子が秩序状態を形成したために出現したと考えられる。
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図 4.13 Ne = 60,M = 140, Ly/Lx = 0.25 における ν = 3/7 の電荷分布。点線は
ν = 1/3を示す補助線。
4.2 1/2 ≤ ν < 1占有率における分数量子 Hall状態の端の構
造の解析
この節では 1/2 ≤ ν < 1占有率において出現する ν = 2/3, 3/5, 4/7分数量子 Hall液体
の端の構造を調べる。ν = 2/3 は 1 章で述べた MacDonald の hole-conjugate 描像の成
立が期待されているため、この描像の真偽に関しても確認を行う。また、端が無い場合の
強磁場領域 ν < 1においてはこの占有率は占有率 νc = 1− ν と particle-hole symmetry
の関係によって結ばれることから、hole-conjugate描像は ν = 3/5, 4/7においても出現
することが期待される。そのため、これらの占有率に対する検証も合わせて行う。
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4.2.1 ν = 2/3の端の形状及び ν = 1/3との対応
初めに本研究で得られた ν = 2/3 での計算結果を示す。図 4.14 は Ne = 80,M =
120, Ly/Lx = 0.5での電荷分布である。中心では ν = 2/3の一様な電荷分布を持つ液体
状態が出現し、端に近づくに従って電荷分布に振動が現れており、端とバルクの状態が分
離している。
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図 4.14 Ne = 80,M = 120, Ly/Lx = 0.5 における ν = 2/3 の中心座標 Xj 毎の電
荷分布。点線は ν = 2/3を示す補助線。
次にこの結果のアスペクト比 Ly/Lx 依存性を確認する。図 4.15は Ne = 80,M = 120
において Ly/Lx = 0.25, 0.5, 0.75, 1.0の端の構造を比較したものである。
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図 4.15 Ne = 80,M = 120 における ν = 2/3 のアスペクト比依存性。Ly/Lx =
0.25以外は比較をしやすくするため x座標の始点をシフトしている。
端の ν = 0領域から ν = 1領域への接続部分に差が生じているが、この最も外側の領
域を除けば定性的な振る舞いはアスペクト比によらない結果になっていると考えられる。
続いて端の構造のサイズ M 依存性を確認する。図 4.16 は、M = 60(Ne = 40), M =
90(Ne = 60), M = 120(Ne = 80)でアスペクト比を Ly/Lx = 0.5に固定した際の計算
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結果を比較したものである。
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図 4.16 アスペクト比 Ly/Lx = 0.5における ν = 2/3のサイズM 依存性。M = 60
以外は比較をしやすくするため x座標の始点をシフトしている。
図 4.16では端の ν = 0領域から ν = 1領域への接続部分に若干の差が生じているが、
内部の電荷分布の振動はM = 60 以上ではサイズの変動に対して強固であることが確認
できる。
ν = 2/3分数量子Hall状態においてMacDonaldによる粒子の ν = 1と正孔の ν = 1/3
の合成として理解できるという hole-conjugate 描像が成立するのかを確認するため, 図
4.1 の ν = 1/3 の電荷分布を partilcle-hole 変換した結果を図 4.14 の ν = 2/3 の電荷
分布と重ねた結果を図 4.17 に示す。図 4.17 から明らかなように ν = 1/3 の電荷の振動
が ν = 2/3 の内側の振動とほぼ完全に一致する。この結果から ν = 2/3 の内部の電荷
の振動は正孔の ν = 1/3 分数量子 Hall 状態の端の効果として説明できると考えられ、
MacDonaldの hole-conjugate描像が ν = 2/3分数量子 Hall状態の端の構造を記述する
ことが定量的に明らかとなった。
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図 4.17 図 4.14の ν = 2/3の結果 (青)と図 4.1の ν = 1/3(黄)の比較。ν = 1/3の
結果は比較のため particle-hole変換を行い、x座標の始点をずらしてある。
ν = 2/3の端領域の範囲を評価するため、前述の関数 (4.1)を用いて端の電荷密度の振
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動についてフィッティングを行う。内側の電荷振動が ν = 1/3 の端状態として記述でき
ることが分かったため、ν = 1/3 のときに見積もられた波長である λ = 4.3lB を用いて
フィッティングを行った結果を図 4.18に示す。ν = 1の領域のピーク値にはずれが生じ
るが、振動周期自体は内側と同様と考えられる。従って ν = 2/3 における端の振動の波
長は ν = 1/3の場合と同様に λ = 4.3lB 程度と考えられる。また、電荷振動の減衰のス
ケールを与えるパラメータ αは α ∼ 2.59lB であり、これも ν = 1/3の場合と同程度とな
る。フィッティングにおける ν = 1領域のピーク値のずれは、Landau量子化された電子
が ν > 1の値をとれないために電荷振動に追随できなくなったため現れたと予想される。
従って、この結果から hole-conjugate描像で出現が期待される端の ν = 1領域は端の電
荷振動と Lanudau量子化の効果によって現れると考えることができる。
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図 4.18 Ne = 80,M = 120, Ly/Lx = 0.5 における ν = 2/3 の電荷振動のフィッ
ティング。点線はフィッティング関数
4.2.2 ν = 3/5の端の形状及び ν = 2/5との対応
この項では ν = 2/5との hole-conjugateの対応が期待される ν = 3/5占有率の解析を
行う。図 4.19に Ne = 84,M = 140, Ly/Lx = 0.5での ν = 3/5の電荷分布を示す。
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図 4.19 Ne = 84,M = 140,Ly/Lx = 0.5における ν = 3/5の中心座標Xj 毎の電荷
分布。点線は ν = 3/5を示す補助線。
図 4.19の結果から中心では ν = 3/5の一様な電荷分布を持つ液体状態が出現し、端に
近づくに従って電荷分布に振動が現れており、端とバルクが分離していることが確認でき
る。次に Ne = 84,M = 140 における電荷分布のアスペクト比 Ly/Lx 依存性を図 4.20
に示す。
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図 4.20 Ne = 84,M = 140 における ν = 3/5 のアスペクト比依存性。Ly/Lx =
0.25以外は比較をしやすくするため x座標の始点をシフトしている。
図 4.20の結果から Ly/Lx ≤ 0.75では中心部分に一様な電荷密度が生じ、液体状態が
実現していると考えられる。Ly/Lx > 0.75は中心でも振動が残っているが、これは x方
向のサイズが縮んだことによる左右の端状態の干渉の効果であると考えられる。
続いて ν = 3/5分数量子 Hall状態の端の構造のサイズM 依存性を確認するため、サ
イズM = 100(Ne = 40), M = 120(Ne = 72), M = 140(Ne = 84)の端の構造の比較を
行った。その結果を図 4.21に示す。
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図 4.21 Ly/Lx = 0.5における ν = 3/5のサイズM 依存性。M = 100以外は比較
をしやすくするため x座標の始点をシフトしている。
図 4.21から ν = 3/5分数量子 Hall状態の端の構造はM = 100以上であればほぼサイ
ズに依存しないと考えられる。
ν = 2/3 において成立していた hole-conjugate 描像が ν = 3/5 においても成立す
るのかを確認するため、図 4.19 の ν = 3/5 の結果と図 4.5 の ν = 2/5 の電荷分布を
particle-hole 変換した結果の比較を図 4.22 に示す。図 4.22 の結果から ν = 3/5 におい
ては ν = 2/3に比べて hole-conjugate描像があまり良く成り立たないことが確認できる。
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図 4.22 図 4.19 の ν = 3/5 の結果 (青) と図 4.5 の ν = 2/5 の結果 (黄) の比較。
ν = 2/5の結果は比較のため particle-hole変換を行い、x座標の始点をずらしてある。
この不一致の原因は、ν = 2/5では ν = 1/3とは異なりエッジチャンネルが 2つ存在す
ることから、これらのエッジ間の相互作用によって閉じ込めポテンシャルに端の電荷分布
の変形という形で応答しているためと予想される。これを確認するため、ν = 2/5の電荷
分布の外側に ν = 1領域を接合させ、ν = 2/5の端を ν = 3/5の端の構造に近づけた場合
の比較を行った。図 4.23に外場として式 (3.7)において V = −2.0,W = 5.0, D = 5.0と
したものを印加し、電子を 2つ追加した場合の ν = 2/5の計算結果と、図 4.19の ν = 3/5
の電荷分布を particle-hole変換した結果の比較を示す。
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図 4.23 式 (3.7) において V = −2.0,W = 5.0, D = 5.0 とおいた外場を印加した
Ne = 58,M = 140, Ly/Lx = 0.5 の電荷分布と図 4.19 の結果の比較。ν = 3/5 の結
果は比較のため particle-hole変換を行い、x座標の始点をずらしてある。
図 4.23では図 4.22と異なり、ν = 2/5の結果と ν = 3/5の内側の電荷分布に非常に良
い一致が見られる。この結果から、ν = 3/5分数量子 Hall状態の端の構造は ν = 1整数
量子 Hall液体の上に正孔の ν = 2/5分数量子 Hall液体が出現することで形成されている
と考えることができ、ν = 3/5においても hole-conjugate描像が成立すると考えられる。
ν = 3/5 分数量子 Hall 液体の端の範囲を見積もるため式 (4.1) によるフィッティング
を行う。図 4.20において Ly/Lx = 0.25と Ly/Lx ≥ 0.5では振動周期にずれが見られる
ため、Ly/Lx = 0.25と Ly/Lx = 0.5のそれぞれにおいてフィッティングを行い、波長の
範囲を調べた。その結果を図 4.24に示す。
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図 4.24 Ne = 84,M = 140,Ly/Lx = 0.25, 0.5 における ν = 3/5 の電荷振動の
フィッティング。点線はフィッティング関数
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図 4.24の結果から各アスペクト比における波長 λLy/Lx は λ0.25 = 4.025 ,λ0.5 = 3.981
と見積もられる。また、電荷振動の減衰のスケールを与えるパラメータ αLy/Lx はそれぞ
れ α0.25 ∼ 3.73lB ,α0.5 ∼ 3.99lB と見積もられる。
4.2.3 ν = 4/7の端の形状及び ν = 3/7との対応
この項では ν = 3/7との hole-conjugateの対応が期待される ν = 4/7占有率の解析を
行う。図 4.25に Ne = 80,M = 140, Ly/Lx = 0.5での ν = 4/7の電荷分布を示す。
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図 4.25 Ne = 80,M = 140,Ly/Lx = 0.5における ν = 4/7の中心座標Xj 毎の電荷
分布。点線は ν = 4/7を示す補助線。
図 4.25 の結果から中心では ν = 4/7 の一様な電荷分布を持つ液体状態が出現し、端
に近づくに従って電荷分布に振動が現れており、端とバルクの状態の分離が成功して
いることが確認できる。次にこの結果のアスペクト比 Ly/Lx 依存性を図 4.26 に示す。
Ly/Lx > 0.75では Finite sweepを 10回以上繰り返しても計算結果が収束せず、また中
心付近に液体状態が形成される傾向が見られなかったため Ly/Lx ≤ 0.75の計算結果のみ
を示した。図 4.26の結果から、Ly/Lx = 0.5 ∼ 0.75では中心で電荷の振動が消失し、液
体状態が実現していると考えられる。
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図 4.26 Ne = 80,M = 140における ν = 4/7のアスペクト比 Ly/Lx 依存性。
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図 4.26において Ly/Lx = 0.25での電荷分布については液体状態を形成していないた
め、別途考察を行う。図 4.13は Ne = 80,M = 140, Ly/Lx = 0.25における電荷分布の
全体図である。中心では減衰のない規則的な電荷振動が出現する。この電荷振動の上限が
点線で示したように ν = 2/3 で抑えられていることから、この規則的な振動はアスペク
ト比の低下により波動関数の重なりが減少し、中心部分に形成された ν = 2/3 分数量子
Hall液体上に誘起された準正孔が秩序状態を形成したために出現したと考えられる。
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図 4.27 Ne = 80,M = 140, Ly/Lx = 0.25 における ν = 4/7 の電荷分布。点線は
ν = 2/3を示す補助線。
続いて ν = 4/7 分数量子 Hall 状態の端の構造のサイズ M 依存性を確認するた
め、Ly/Lx = 0.5 に固定し、サイズ M = 84(Ne = 48), M = 112(Ne = 64), M =
140(Ne = 80)の端の構造の比較を行った。その結果を図 4.28に示す。
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図 4.28 Ly/Lx = 0.5における ν = 4/7のサイズM 依存性。M = 140 以外は比較
をしやすくするため x座標の始点をシフトしている。
図 4.28の結果から、ν = 4/7の端の構造はM < 140ではサイズに依存して中心付近に
おける振る舞いが異なっており、このことから ν = 4/7分数量子 Hall液体はM ≥ 140
程度の大きな系でなければ出現しないと考えられる。
ν = 2/3において成立していた hole-conjugate描像が ν = 4/7においても成立するの
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かを確認するため、ν = 4/7と ν = 3/7の結果の比較を行った結果を図 4.29に示す。図
4.29の結果から ν = 4/7においては ν = 2/3に比べて hole-conjugate描像が良く成り立
たないことが確認できる。
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図 4.29 図 4.25 の ν = 4/7 の結果 (青) と図 4.9 の ν = 3/7 の結果 (黄) の比較。
ν = 3/7の結果は比較のため particle-hole変換を行い、x座標の始点をずらしてある。
この原因は、ν = 3/5のときと同様に、ν = 3/7においてエッジチャンネルが 3つ存在
することから、ν = 3/7の場合と ν = 4/7の場合で異なる端の外側からの影響に対して、
端状態の構造変化という形で応答したためと予想される。これを確認するため、ν = 3/7
の電荷分布の外側に ν = 1領域を接合させ、ν = 3/7の端を ν = 4/7の端の構造に近づ
けた。図 4.23に外場として式 (3.7)で V = −1.5,W = 4.0, D = 4.0としたポテンシャル
を印加し電子を 2電子追加した ν = 3/7の計算結果と、図 4.25の ν = 4/7の電荷分布を
particle-hole変換した結果の比較を示す。
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図 4.30 式 (3.7) において V = −1.5,W = 4.0, D = 4.0 とおいた外場を印加した
Ne = 82,M = 140, Ly/Lx = 0.5の結果 (青)と図 4.25の ν = 4/7の結果 (黄)の比
較。ν = 4/7の結果は比較のため particle-hole変換を行い、始点をずらしてある。
図 4.30 では図 4.29 と異なり、ν = 3/7 の結果と ν = 4/7 の内側の電荷振動に非常に
良い一致が見られる。この結果から、ν = 4/7分数量子 Hall液体は ν = 1整数量子 Hall
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液体の上に正孔の ν = 3/7分数量子 Hall液体が出現することで形成されていると理解で
き、ν = 4/7においても hole-conjugate描像が成立していることが確認できた。
図 4.26の結果から ν = 4/7分数量子 Hall液体の端の振動の波長は Ly/Lx 依存にして
いるため、中心付近で液体状態が実現する Ly/Lx = 0.5及び Ly/Lx = 0.75においてそ
れぞれフィッティングを行い、端の振動の波長を見積もった。図 4.31に各アスペクト比
におけるフィッティング結果を示す。
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
〈n
j
〉
Ly/Lx = 0.5
0 5 10 15 20
Xj/lB
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
〈n
j
〉
Ly/Lx = 0.75
図 4.31 Ne = 80,M = 140, Ly/Lx = 0.5, 0.75 における ν = 4/7 の電荷振動の
フィッティング。点線はフィッティング関数
これらの結果から波長の範囲を見積もると λ0.5 = 3.760lB λ0.75 = 3.481lB 程度
となる。また、電荷振動の減衰のスケールを与えるパラメータ αLy/Lx はそれぞれ
α0.25 ∼ 3.92lB ,α0.5 ∼ 4.58lB と見積もられる。
4.3 外場による ν = 1/3と ν = 1の界面形成
4.3.1 ν = 1/3と ν = 1の界面と ν = 2/3の関係
前節の結果から、ν = 2/3の端には ν = 1/3と ν = 1の対向する 2つのエッジチャン
ネルが出現すると考えられる。これまでの実験によって示唆されているように、この対抗
する ν = 1及び ν = 1/3を別個に形成して接合させた界面においては ν = 2/3での端の
性質が出現することが期待されている。この節では、ν = 1及び ν = 1/3の領域の界面を
外部からポテンシャルを印加することによって実現し、この状況において ν = 2/3の性質
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が出現するかを確認する。
初めに ν = 1/3の分数量子 Hall状態の電子数を増減させたときの応答を確認する。図
4.32は Ne = 40,M = 120, Ly/Lx = 0.5を基準として電子数を +8から −8の間で増減
させた結果である。電子数を増加させた場合も減少させた場合も端の構造が変形している
ことが確認できる。
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図 4.32 Ne = 40,M = 120, Ly/Lx = 0.5 の ν = 1/3 の計算において電子数を
∆N = −8 ∼ +8だけ増減させたときの電荷分布の変化
次に、式 (3.7)において V = −2.0,W = 5.0, D = 5.0とおいた外場を系に印加して端
に電荷をひきつけ、ν = 1領域を系の端に形成した結果を図 4.33の左上の図 (∆N = 0)
4.3 外場による ν = 1/3と ν = 1の界面形成 55
に示す。このとき、外場の効果によって端の化学ポテンシャルが下がるため、その影響を
加味して電子数を増加させた結果も図 4.33 に合わせて示した (∆N = 2 ∼ 14)。この場
合、電子を増加させていくと ν = 1/3部分の端の構造が安定になり、その構造が外場をか
けていない場合の ν = 1/3の構造と一致することが確認できる。これは系に ν = 1の領
域が出現したことで ν = 1のエッジチャンネルの自由度が加わり、内側の ν = 1/3の端
の構造を保ちながら系が電子の増加に対応できるようになったためであると考えられる。
ν = 1領域の大きさに対する依存性をみるため、V = −4.0,W = 5, D = 10として行っ
た計算 (図 4.34)についても同様の振る舞いが確認できる。従って、ν = 1/3の端の構造
は ν = 1との界面を作ることで ν = 1/3の端が単独で存在する場合よりも安定になると
考えられ、Hashisakaらの実験で確認されている ν = 1/3と ν = 1の界面の安定性はこ
の効果によるものと予想できる。
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図 4.33 式 (3.7) において V = −2.0,W = 5, D = 5 とおいた外場を印加した
Ne = 40,M = 120, Ly/Lx = 0.5の ν = 1/3の計算で電子数を∆N = 0 ∼ +14だけ
変化させたときの端の構造の変化。Insetは V = 0での ν = 1/3の端の構造 (図 4.1)
との比較。
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図 4.34 式 (3.7) において V = −4.0,W = 5, D = 10 とおいた外場を印加した
Ne = 40,M = 120, Ly/Lx = 0.5の ν = 1/3の計算で電子数を∆N = 0 ∼ +14だけ
変化させたときの端の構造の変化。ただし ∆N = +0,+2 では 20 回以上の sweep を
行っても結果が収束しなかったため代表的な電荷分布を表示した。Inset は V = 0 で
の ν = 1/3の端の構造 (図 4.1)との比較。
この端の構造の安定化が界面の形成の効果によるものか単にポテンシャルが印加された
影響なのかを確かめるため、ポテンシャルの符号を逆転させ、電子数を減少させた場合の
振る舞いを図 4.35 に示す。この場合には電子数を減らす毎に端の構造に変化が見られ、
ν = 1/3の端の構造だけがある場合には電子数変化に対する端の構造の頑強さは確認でき
ない。
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図 4.35 式 (3.7) において V = +2.0,W = 5, D = 5 とおいた外場を印加した
Ne = 40,M = 120, Ly/Lx = 0.5の ν = 1/3の計算で電子数を∆N = 0 ∼ −14だけ
変化させたときの端の構造の変化。
次に、この ν = 1/3領域の端の構造の安定性が、自発的に ν = 1/3と ν = 1の界面を有
している ν = 2/3分数量子 Hall状態においても出現するのかを確認するため、ν = 2/3
において電子数を増減させた結果を図 4.36に示す。
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図 4.36 Ne = 80,M = 120, Ly/Lx = 0.5 の ν = 2/3 の計算において電子数を
∆N = −8 ∼ +8 だけ増減させたときの電荷分布の変化。Inset は V = 0 での
ν = 1/3の端の構造 (図 4.1)を particle-hole変換した結果との比較。
ν = 2/3においても ν = 1/3と ν = 1の界面のときと同様に電子の増減に対して内側
の端の構造が安定となる様子が確認できる。ν = 1/3と ν = 1の共存状態との対応をさら
に明確にするため,ν = 2/3 に式 (3.7) で V = 2.0,W = 5.0, D = 5.0 とした外場を印加
して端の ν = 0領域の幅を増やし、電子数を減少させていった結果を図 4.37に示す。こ
の場合でもやはり端の構造が安定的になることがわかる。これらの結果から ν = 1/3 と
ν = 1の界面に出現した端の構造の安定性は、ν = 2/3の端状態が持つ性質を反映したも
のであると考えられ、実験における ν = 1/3及び ν = 1の接合では ν = 2/3の端状態が
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再現されていると考えられる。
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図 4.37 式 (3.7) において V = +2.0,W = 5, D = 5 とおいた外場を印加した
Ne = 80,M = 120, Ly/Lx = 0.5の ν = 2/3の計算で電子数を∆N = 0 ∼ −14だけ
変化させたときの端の構造の変化。Insetは V = 0での ν = 1/3の端の構造 (図 4.1)
を particle-hole変換した結果との比較。
4.3.2 その他の分数量子 Hall状態と ν = 1の界面
この節の最後に、ν = 1 との界面の形成が ν = 1/3 以外の分数量子 Hall 状態にお
いても端の構造を安定化させるのかを調べる。図 4.38 は ν = 2/5 に式 (3.7) において
V = +2.0,W = 5, D = 5とおいた外場を印加し ν = 1との界面を形成した状態で電子を
0 ∼ +14個増加させた結果である。
60 第 4章 結果
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
∆N = +0 ∆N = +8
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
∆N = +2 ∆N = +10
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
∆N = +4 ∆N = +12
0 10 20 30 40
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
∆N = +6
0 10 20 30 40
∆N = +14
0 5 10 15 20
0 5 10 15 20
0 5 10 15 20
Xj/lB
〈n
j
〉
図 4.38 式 (3.7) において V = −2.0,W = 5, D = 5 とおいた外場を印加した
Ne = 56,M = 140, Ly/Lx = 0.5の ν = 2/5の計算で電子数を∆N = 0 ∼ +14だけ
変化させたときの端の構造の変化。Insetは V = 0での ν = 3/5の端の構造 (図 4.19)
を particle-hole変換した結果との比較。
前節における ν = 3/5 と ν = 2/5 比較の際の議論から、このとき ν = 2/5 の端の構
造は ν = 3/5の内側の電荷振動と同様の振る舞いを見せると期待されるため、図 4.38の
Insetでは ν = 3/5との比較を示している。図 4.38の結果から、ν = 2/5と ν = 1の界
面の形成においても ν = 1/3 の場合と同様に端の構造の安定化が生じることが確認でき
る。次に ν = 3/5において電子数を増減させた場合の結果を図 4.39に示す。
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図 4.39 Ne = 84,M = 140, Ly/Lx = 0.5 の ν = 3/5 の計算で電子数を ∆N =
−8 ∼ +8 だけ変化させたときの端の構造の変化。Inset は V = 0 での ν = 3/5 の端
の構造 (図 4.19)との比較。
この場合にも電子数が変化しても内側の電荷分布が安定になることが確認できるため、
ν = 1/3 以外の分数量子 Hall 状態においても ν = 1 との界面を形成することによって
hole-conjugateな端状態を形成することが可能であると予想できる。
4.4 閉じ込めポテンシャルの効果の検証
4.4.1 真空層の導入
この節では、ここまでの計算で仮定してきた閉じ込めポテンシャル以外のポテンシャル
形状における分数量子 Hall状態の安定性の検証を行う。本研究ではこれまで図 3.4に示
した系を取扱い、このとき電荷分布が周期境界条件を通して自分自身に及ぼす静電ポテン
シャルを生成し、自己無撞着的に閉じ込めポテンシャルを形成してきた。この状況に対
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し、図 4.40のような形で系に電荷の存在しない空乏層を取り付けると、空乏層が十分大
きな場合には、隣接するユニットセル同士の静電ポテンシャルの影響がなくなるため、実
効的に孤立した二次元電子系の状況を再現することができる。この節では、図 4.40の状
況において外場としてどのような閉じ込めポテンシャルを与えた場合に分数量子 Hall状
態が出現するのかを確認する。なお、以下では便宜上図 3.4の状況を周期系、図 4.40の状
況を孤立系と呼ぶ。
初めに系に追加する空乏層のサイズについて考察する。図 4.41は、電子を閉じ込める
系のサイズをM = 120 として空乏層として電子を閉じ込める系のサイズの 20 倍 ∼100
倍のサイズの空乏層をつけ加えた場合に、電子系の部分に図 4.41で与えられる ν = 1/3
の電荷分布が実現したと仮定し、静電ポテンシャルを計算した結果である。なおここで、
各中心座標に作用する静電ポテンシャル µi は、式 (2.10)における対角項を平均場的に取
扱い、
µini =
∑
j
Bi,jni 〈nj〉 =
∑
j
(Ai,j,j,i +Aj,i,i,j −Ai,j,i,j −Aj,i,j,i) 〈nj〉ni (4.2)
として 〈nj〉を図 4.1の期待値で置き換えることで計算した。図 4.41から静電ポテンシャ
ルは定数の違いを除いて空乏層のサイズに依存していないことが確認できる。これは、空
乏層の効果によって異なるユニットセルに位置する電荷が系に及ぼす影響が系全体にほぼ
一様なエネルギーのシフトを与えるだけとなっていることを示している。図 4.41の結果
から実効的には空乏層のサイズとして電子系の 20倍程度をとれば孤立系の状況を再現す
ると考えられるため、以下では計算量の観点から系のサイズの 20倍の空乏層を導入して
計算を行う。
図 4.40 周期境界条件に起因する閉じ込めポテンシャルを排除した系の展開図。青い
領域は電子系、灰色の領域は空乏層を表す。空乏層が十分大きいとき周期的な電子配置
による自分自身への相互作用がなくなり、系を孤立系とみなせる。
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図 4.41 電子系部分に図 4.1 の電荷分布が実現していると仮定したときの静電ポテン
シャル µj の空乏層サイズ依存性。各データは比較のため最小値が 0となるよう適当な
定数を加えている。空乏層が十分大きい場合、この静電ポテンシャルはユニットセル内
の寄与のみによって与えられる。M は電子を閉じ込める領域のサイズ、Depletion は
空乏層のサイズを表す。
4.4.2 外場による閉じ込めポテンシャル中の ν = 1/3
式 (3.7)においてパラメータW, DをW = 27, D = 0とした緩やかな閉じ込めポテン
シャル形状において、外場の大きさ V を変化させた場合の Ne = 40,M = 120, Ly/Lx =
0.5の孤立系の計算を行った。その結果を図 4.42に示す。
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図 4.42 式 (3.7) において W = 27, D = 0 とした外場を印加した Ne = 40,M =
120, Ly/Lx = 0.5の孤立系の計算の V依存性。点線は閉じ込めポテンシャルの形状。
Insetは周期系における ν = 1/3の結果 (図 4.1)との比較。
図 4.42の結果から、V = 1.0程度までの範囲では中心に液体状態が実現していること
が確認できる。Insetに示したバルクに接続している端領域と周期系の端構造の比較では、
非常によい一致が見られる。このとき系の最も外側には ν ∼ 1領域が形成されており、こ
の領域が閉じ込めポテンシャルの変化を緩和することで内側のバルクに接続する端構造
を安定に保ち量子 Hall液体を安定化していると考えられる。この閉じ込めポテンシャル
による新たな端構造の出現は、Wanらによって報告されている緩やかな閉じ込めポテン
シャル中で端構造が変化する edge reconstructionと呼ばれる現象に対応していると考え
られる [46]。
図 4.42の結果において V = 0の場合は、系内部には閉じ込めポテンシャルは無く系の
外側にのみ無限に高いポテンシャル障壁が存在している急峻なポテンシャルの極限の状況
であるが、このとき電子が自発的に ν = 1/3及び ν = 1の界面を形成していることが確
認できる。従って ν = 1/3は急峻な閉じ込めポテンシャルに対しても自発的な ν = 1界
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面の形成により液体状態を保つと考えられ、ν = 1/3では閉じ込めポテンシャルの形状の
詳細にはあまり依存せず中心に液体状態が形成されると考えられる。これを確認するた
め、W = 5, D = 0及びW = 1, D = 0としたより急峻な閉じ込めポテンシャル中でも同
様の解析を行った。その結果を図 4.43,図 4.44にそれぞれ示す。
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図 4.43 3.7) において W = 5, D = 0 とした外場を印加した Ne = 40,M =
120, Ly/Lx = 0.5の孤立系の計算の V依存性。点線は閉じ込めポテンシャルの形状。
Insetは周期系における ν = 1/3の結果 (図 4.1)との比較。
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図 4.44 3.7) において W = 1, D = 0 とした外場を印加した Ne = 40,M =
120, Ly/Lx = 0.5の孤立系の計算の V依存性。点線は閉じ込めポテンシャルの形状。
Insetは周期系における ν = 1/3の結果 (図 4.1)との比較。
推測どおり、急峻なポテンシャル形状においても広いポテンシャルの大きさの範囲で中
心付近に液体状態が形成されることが確認でき,その際のバルクに接続する端構造はやは
り ν ∼ 1 領域の形成によって周期系の場合の端構造と非常によく一致する。これらのポ
テンシャルの形状、大きさに依存しない端構造の存在は、試料形状に依存せず ν = 1/3分
数量子 Hall効果が観測される原因の一つになっているのではないかと考えられる。
4.4.3 外場による閉じ込めポテンシャル中の ν = 2/3
前項と同様に式 (3.7)においてW = 27, D = 0とおいた緩やかなポテンシャル形状を
仮定し、V を変えながら外場を加えた孤立系における ν = 2/3の計算を行った結果を図
4.45に示す。
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図 4.45 式 (3.7) において W = 27, D = 0 とした外場を印加した Ne = 80,M =
120, Ly/Lx = 0.5の孤立系の計算の V依存性。点線は閉じ込めポテンシャルの形状。
Inset は周期系における ν = 1/3 の結果 (図 4.1) を paticle-hoke 返還した結果との
比較。
図 4.45の結果から、V = 1.6 ∼ 1.8の範囲で中心に液体状態の出現が確認できる。ま
た, このときバルクに接続する振動は周期系の場合の particle-hole 変換した ν = 1/3 の
端の振動と良く一致しており、前節の ν = 1/3の場合と同様に、外側に正孔の ν ∼ 1領
域を形成することで内部の端構造を安定化していると考えられる。周期系での ν = 2/3
の計算で確認された hole-conjugate 構造は出現していないが、これは今用いている緩や
かな閉じ込めポテンシャルだけを印加した場合には内部の電子間斥力によって系の端に
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完全に電子がつまってしまうことで電子系と空乏領域との境界部分の自由度が実効的に
消失しているため、系が正孔の ν = 1/3 の端の自由度のみでポテンシャルの変化に応答
しているためであると予想される。そこで、V = 2.0,W = 27, D = 0 の外場に加えて
V = 2.0,W = 5.0, D = 5.0という端で急峻に変化する外場を追加して端の ν = 1領域を
内側に押し込めることで強制的に空乏領域との間の端の自由度を復活させ、この場合の端
の電荷増減に対する応答を確認した。その結果を図 4.46に示す。
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図 4.46 式 (3.7) において V = 2.0,W = 27, D = 0 とした外場及び V = 2.0,W =
5, D = 5 とした外場を合わせて印加した Ne = 80,M = 120, Ly/Lx = 0.5 の孤立系
の計算で電子数を ∆N = 0 ∼ −14まで変化させた場合の系の応答。Insetは周期系で
の ν = 1/3の端の構造 (図 4.1)を particle-hole変換した結果との比較。点線は閉じ込
めポテンシャルの形状。
この場合の電荷分布は周期系の場合と同様に hole-conjugate 描像に一致しており、ま
た、系内部の電荷分布の構造が電子数の減少に対して頑強であることも確認できる。実際
の二次元系では電荷密度は端のどこかで 0に接続するため、現実の閉じ込めポテンシャル
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は図 4.46に近い構造になっていると考えられる。従って現実の系では図 4.46に見られる
ような端の構造の安定性が出現することが期待される。
次に、急峻な閉じ込めポテンシャルのみが存在する場合の ν = 2/3の電荷分布を確認す
るため、W = 5, D = 0及びW = 1, D = 0と設定した外場の V 依存性を計算した結果
を図 4.47,図 4.48にそれぞれ示す。
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図 4.47 式 (3.7) において W = 5, D = 0 とした外場を印加した Ne = 80,M =
120, Ly/Lx = 0.5の孤立系の計算の V依存性。点線は閉じ込めポテンシャルの形状。
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図 4.48 式 (3.7) において W = 1, D = 0 とした外場を印加した Ne = 80,M =
120, Ly/Lx = 0.5の孤立系の計算の V依存性。点線は閉じ込めポテンシャルの形状。
これらの結果からある程度の大きさの急峻な閉じ込めポテンシャルが存在することで端
に ν = 1のエッジチャンネルが生じていることが分かるが、その一方バルクの液体状態に
励起が出現していることが確認できる。このことから ν = 2/3 においてバルクの液体状
態と端の構造の安定性を両方実現するためには、図 4.46の計算で与えたような緩やかに
変動する成分と端で急峻に変動する成分の両方を合わせたポテンシャルが必要であると考
えられる。この ν = 1/3との違いは、系の外側に電荷が存在しないことによる境界条件の
違いによって出現していると考えられる。
4.4.4 外場による閉じ込めポテンシャル中の ν = 1/3と ν = 1界面の形成
前項の ν = 2/3 端の構造の頑強性が、空乏層が存在する場合の ν = 1/3 と ν = 1
の界面にも出現するかを確認するため、図 4.42 の孤立した ν = 1/3 に閉じ込めポテン
シャル V = 1.2,W = 27, D = 0 を加えた計算において、さらに急峻なポテンシャル
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V = −2.0D = 5.0W = 5.0を加えて端に ν = 1領域を形成した場合の電子数の増加に対
する系の応答を図 4.49に示す。
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図 4.49 式 (3.7)において V = 1.2,W = 27, D = 0とした外場及び V = −2.0,W =
5, D = 5 とした外場を合わせて印加した Ne = 40,M = 120, Ly/Lx = 0.5 の孤立系
の計算で電子数を ∆N = 0 ∼ +14まで変化させた場合の系の応答。Insetは周期系で
の ν = 1/3の端の構造 (図 4.1)との比較。。点線は閉じ込めポテンシャルの形状。
図 4.49から内部の ν = 1/3の端の電荷分布が周期系での構造に広い範囲で一致するこ
とが分かる。このことから ν = 1/3と ν = 1の 2つのエッジチャンネルの存在が端の構
造を安定化していることが再び確認できる。
4.5 緩やかな閉じ込めポテンシャル中の ν = 2/3の端状態
この節では緩やかな閉じ込めポテンシャルにおいて出現するとされる ν = 2/3 の端状
態について考察する。これまでのところ本研究で確認ができた ν = 2/3 の端の構造は
MacDonaldらによる粒子の ν = 1の整数量子 Hall状態の上に正孔の ν = 1/3の分数量
子 Hall 状態ができた状態のみである。Beenakkerや Meir が提案した構造は全体の電子
数が ν = 2/3からずれた状況に対応するため,本研究でこれまで行ってきた系全体の占有
率を ν = 2/3に保ちながらの計算では再現することができない。そこで、以下の計算では
ν = 2/3 領域と ν = 1/3 領域を接合させた状態を形成し、これらの端の構造がどのよう
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になるのかを調べた。具体的には DMRG 法の Infinite system method において、系全
体の 2/3のサイズになるまではターゲットフィリングを ν = 1/3として計算を行い、そ
れ以降の領域ではターゲットフィリングを ν = 2/3に変更することによって ν = 2/3の
領域と ν = 1/3の領域の共存させ、Finite system methodによる最適化でこの境界の構
造がどのようになるのかを調べた。この方法では、Infinite system methodにおいて人為
的に中心付近で密度が上昇するようにしているが、もしこの密度差のある状態が不安定で
あれば、Finite system methodを繰り返すことによって均一な密度に移行するため、こ
の均一化が生じるかどうかで緩やかな閉じ込めポテンシャル中で予想されている ν = 2/3
と ν = 1/3の共存状態の安定性を議論することができると期待される。ただし、この系に
働く閉じ込めポテンシャルは自己の電荷分布から無撞着に決まるため、このように構成し
た状態が系の真の基底状態であるかを知ることはできない。従ってここではあくまで共存
状態を人為的に作った場合に系が準安定的であるかどうかを議論する。
Beenakker及びMeirの予想を確認するためには、ν = 1/3領域と ν = 2/3領域の両方
で分数量子 Hall 液体が実現できる程のサイズの系を取り扱う必要がある。特に Meir の
提案する構造が出現可能となるためには系の片側だけで ν = 1/3の端が 2つと ν = 2/3
の端 1つが独立して存在できる必要があり、これまでに得られた端の電荷振動の振る舞い
から見積ると、このとき x方向のサイズは最低でも Lx = 60lB 程度は必要であると考え
られる。従って Beenakker の構造と Meir の構造両方が出現可能なサイズとして本研究
ではM = 360(Lx = 67.25lB , Ly/Lx = 0.5)を採用して計算を行った。
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図 4.50 M = 360, Ly/Lx = 0.5 における ν = 2/3 と ν = 1/3 の共存系の計算にお
いて Finite Sweep を 7回行った後の計算結果。Infinite system methodの段階で中
心 120 サイトは ν = 2/3, 残りは ν = 1/3 となるようにしながら系を拡張した。点線
は ν = 1/3及び ν = 2/3を示す補助線。
図 4.50に上述のように電子密度が ν = 2/3領域と ν = 1/3領域を共存させたM = 360
における finite sweepを 7回行った後の電荷分布を示す。図 4.50の結果から、中心付近
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では ν = 2/3の液体状態が出現し、外側にいくと ν = 1/3の液体状態が出現することが
確認できる。ν = 2/3領域では中心付近でも振動が出現しているが、これはサイズが小さ
いことによる端の干渉の効果であると考えられる。図 4.50の ν = 2/3領域と ν = 1/3領
域の境界には明確な端状態の出現が確認できる。このとき境界の端の電荷分布には ν = 1
領域は出現しておらず、これまで議論してきた hole-conjugate 描像とは異なる端の構造
が出現している。この ν = 2/3の端の構造は先行研究で予測されている Beenakkerによ
る描像に対応すると考えられる。一章で述べた K-Matrixの議論によれば、このとき対応
する K-Matrixは、
K =
(
3 0
0 3
)
, q = (1, 1) (4.3)
であり、端の有効作用は
[ρI,k, ρJ,k′ ] =
1
3
δIJ
1
2pi
kδk,−k′ (4.4)
Hedge = 2pi
∑
I,J
∑
k
VIJρI,−kρJ,k (4.5)
となる。端状態同士の距離が十分離れていて相互作用が無視できるとすればこれは独立な
ν = 1/3のエッジチャンネルが 2本ある状態を記述するため、この結果から saboらの実
験で観測されている電荷を運ぶ 2本のチャージモードの出現を説明可能な端の構造が、数
値的に少なくとも準安定的であることが確認できたと考えられる。
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本研究では DMRG法を用いて、端のある磁場中 2次元電子系の解析を行い、そこで現
れる分数量子 Hall状態の端状態について以下の結果を得た。
5.1 分数量子 Hall状態の端構造
ν = 1/3及びその上位の階層として知られる ν = 2/5, 3/7と、それらと hole-conjugate
な ν = 2/3, 3/5, 4/7 の分数量子 Hall 状態について端の電荷振動を解析し、各分数量子
Hall状態の端構造とその特徴的長さスケールを求めた。その結果、端の電荷振動の波長が
バルクの最低励起状態である密度波励起の持つ波長と非常によく整合し、この振動は並進
対称性の破れによって局所的に出現したバルクの励起状態として理解できることを明らか
にした。また、端状態の典型的な長さスケールは、磁気長の 3 ∼ 5倍程度であり、分数量
子 Hall状態の安定性を特徴付けるエネルギーギャップの減少とともにその領域が広がる
ことを明らかにした。
5.2 分数占有率における hole-conjugate描像
MacDonald らが現象論的に予想した ν = 2/3 の端状態における hole-conjugate 描像
が確かに成立することを ν = 1/3の電荷分布との比較を行うことで数値的に示し、同様の
描像が ν = 3/5, 4/7といった異なる階層においても成り立つことを明らかにした。
5.3 異なる量子 Hall状態の界面
ν = 2/3分数量子 Hall状態の端状態に対応する ν = 1及び ν = 1/3の対向エッジチャ
ンネルを数値的に再現し、この状況において ν = 2/3の端状態と同様の端構造の安定性が
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現れることを明らかにした。また、この構造の安定性は ν = 1/3の端状態だけが存在する
場合には確認できず、ν = 1/3と ν = 1の 2つのエッジが存在することが重要であること
を明らかにした。この結果は Hashisakaらが明らかにした ν = 1及び ν = 1/3の界面に
おけるコンダクタンスプラトーの安定性と整合する。
5.4 緩やかな閉じ込めポテンシャル中のドメイン構造
現象論的に予想されている、緩やかな閉じ込めポテンシャル中で端に向かって複数の非
圧縮液体が出現するドメイン構造を数値計算によって実現し、その安定性を確認した。こ
れにより、ν = 2/3及び ν = 1/3分数量子 Hall状態の共存状態が準安定な状態となるこ
とを確認した。
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